Klasicka predikatova logika

Klasicka predikatova logika

Matematicka logika, LS 2012/13, zavérecna prednaska

Libor Béhounek

www.cs.cas.cz/behounek/teaching/malog12

PfF OU, 6. 5. 2013



Klasicka predikatova logika

Symboly klasické predikatoveé logiky

@ Motivace a priklady byly podany v pfedchozich 2 pfednaskach
@  Klasicka predikatova logika“ budeme zkracovat ,KPL*

v

Symboly v jazyce KPL

@ Vyrokové spojky: A, Vv, -, >, <> ...

@ Kvantifikatory: v, 3

@ Objektoveé promenné: x,y, z, ...

@ Objektové konstanty: a, b, ¢, ...

@ Funkeni symboly: f, g, h,... (kazdy s pfifazenou aritou)
°

Predikatové symboly: P, Q, R, ... (kazdy s pfitazenou aritou)
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Jazyk KPL

Logické a mimologické symboly

@ Spojky, kvantifikatory a proménné = logické symboly

@ Konstanty, funktory a predikaty = mimologické symboly

Logické symboly maji vyznam vzdy stejny, kdezto vyznam
mimologickych symboll se miize ménit

Zadani jazyka

Jazyk = pfedem zafixovany seznam mimologickych symbold, tj.:

@ objektovych konstant (jmen),

@ predikatl (s vyznacenim arit)

@ a funktoru (s vyznacenim arit)
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Formule a termy

Formule vs. termy
Ze symbolll jazyka KPL tvofime vyrazy zvané formule a termy:

@ Formule oznaduji vyroky (maji pravdivostni hodnoty)

@ Termy oznacuji objekty (prvky domény diskurzu)

Vytvareni termu a formuli

@ Formule jsou vysledkem aplikace vyrokovych spojek
a kvantifikatord (na formule) i predikatd (na termy)

@ Termy jsou objektové proménné a konstanty &i vznikaji aplikaci
funkCnich symbold (na termy)
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Termy KPL

Term jazyka L je vyraz vznikly koneénym poctem rekurzivni aplikace
téchto pravidel:

@ Kazda objektova proménna x je termem jazyka L
@ Kazda objektova konstanta c jazyka L je termem jazyka L

@ Je-li f n-arni funkéni symbol z jazyka L a &, ..., t, jsou termy
jazyka L, pak vyraz f(ty,...,t,) je termem jazyka L
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Formule KPL

Formule jazyka L je vyraz vznikly kone€nym poctem rekurzivni
aplikace téchto pravidel:

@ Je-li P n-arni predikatovy symbol z jazyka L a &, ..., t, jsou
termy jazyka L, pak vyraz P(ti,...,t,) je (atomickou) formuli
jazyka L

@ Jsou-li ¢,9 formule jazyka L, pak vyrazy —p, (o A1), (p V),
(¢ =) a(p < 1) jsou formule jazyka L

@ Je-li x objektova proménna a ¢ formule jazyka L, pak vyrazy
(Vx)p a (Ix)p jsou formule jazyka L
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Volné a vazané proménné

@ Podformuli ¢ podformule (Vx)¢ Ci (3x)p formule ¢ nazyvame
dosahem (tohoto vyskytu) kvantifikatoru (Vx) resp. (3x) ve
formuli ¥

@ Vyskyty proménné x v dosahu kvantifikatoru (vx) €i (3x)
nazyvame vazanymi (timto kvantifikatorem)

@ Vyskyty proménné ve formuli ¢, které nejsou vdzané zadnym
kvantifikatorem v v, nazyvame volnymi vyskyty této proménné
ve formuli ¢

@ Znaceni: p[f/x] = formule, ktera vznikne nahrazenim vsech
vyskytl proménné x ve formuli ¢ termem t

@ Term t je substituovatelny za proménnou x ve formuli o, pokud
zadna proménna vyskytujici se v t se nestane vazanou ve
formuli [ t/x]
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Sémantika KPL

Vyznam prvki jazyka

V modelu M pro jazyk L interpretujeme prvky jazyka takto:
@ univerzum (obor proménnych): neprazdna mnozina Dy,
objektova konstanta ¢: prvek cy
unarni predikat P: podmnozina Py c Dy
binarni predikat Q: relace Qu € Dy x Dy
n-arni predikat R: n-arni relace Ry < Dy,"
unarni funktor f: funkce fy: Dy — Dy

binarni funktor g: binarni funkce gy: Dy x Dy — Dy

n-arni funktor h:  n-arni funkce hy: Dy — Dy
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Pravdivost v modelu

Abychom mohli vyhodnotit pravdivostni hodnoty formuli a vyznam
termu jazyka L v daném modelu M, musi byt ur€eno ohodnoceni
objektovych proménnych v Dy:

v:Var - Dy

Formule maji uréenou pravdivost, je-li zadan model M a ohodnoceni
proménnych v

Vyznam termu a formuli

Podobné jako ve vyrokové logice, je pravdivostni hodnota formule ¢
(a vyznam termu t) v modelu M pfi ohodnoceni v (znaceni: ¢, ,
resp. ||, ,) definovana rekurzivné podle stavby formule tzv. '
Tarského podminkami
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Vyznam termu a formuli

Tarského podminky v KPL

IClm, = cm
[XIn,y = v(x)
1t )y = by - Dl
HP(thmvtn)HM,v = Pu (||t HM,V?""th”M,v)
le Adblly,y = Fallelu,y > 1¥]um,,) @ podobne pro -, v, ...

1 pokud |¢,,, =1 prokazdé g Dy
VX = e

1 pokud |¢|,,, =1 pronéjaké g Dy
3 = Va

pfiCemz v, pfitazuje proménné x prvek q € Dy a jinak je shodné s v
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Tautologie KPL

Formule KPL je tautologie, pokud je pravdiva v kazdém modelu (pro
dany jazyk) a pfi kazdém ohodnoceni proménnych v tomto modelu

Podobné se v KPL definuje vyplyvani, logicka ekvivalence a dalsi
pojmy znamé z klasické vyrokové logiky

Pro KPL plati mnoho tvrzeni obdobnych tém, které jsme poznali ve
vyrokové logice (véta o substituci, kompaktnosti apod.).

Jejich vyklad je jiz mimo ¢asové omezeny ramec tohoto kurzu
(detaily je mozno najit v doporucené rozsitujici literature)




Klasicka predikatova logika

Axiomatika KPL

Q- W-v)

Q (v~ (v=>9)~>((p~>9) > (p>x)

Q (v—-¥)~> W~y

Q (vYx)p — ¢[t/x], je-li t substituovatelny za x ve ¢
Q (YX)(v =) - (v~ (Yx)1), neni-li x volna ve ¢

Odvozovaci pravidla KPL

@ z payp -y lze odvodit ¥
©Q z v Ize odvodit (Vx)¢
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Véta o uplnosti

Dokazatelnost

Pojmy diukazu a dokazatelnosti v uvedeném axiomatickém systému
jsou definovany obdobné jako ve vyrokové logice

| A

Véta (slaba o uplnosti)

Formule ¢ je tautologii KPL, pravé kdyz je dokazatelna v uvedeném
axiomatickém systému

A




