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1. Pojem mnoziny

1.1 Vybrané prerekvizity

Znaceni. Usporadanou dvojici prvki a, b znacime (a, by, uzavieny interval od a do b znacime
[a, b], otevieny (a,b).

Ciselné obory. Predpokladame znalost b&Znych pojmi stiedoskolské matematiky, zejména
néasledujicich ¢iselnych obori a jejich aritmetiky:
e Prirozend ¢isla 0,1,2,3, ...
Cislo 0 budeme vzdy zahrnovat mezi pFirozena &isla. Pro tvrzeni o prirozenych ¢islech
predpokladame znalost metody dtkazu matematickou indukeci.
e (eld cisla, tj. ¢isla prirozena spolu s celymi zapornymi ¢isly —1,—2, ...

e Raciondlni ¢isla definujeme jako zkracené celo¢iselné zlomky s nenulovym jmenovatelem.

e Redlnd ¢isla nam postaci chapat jako nekoneéné desetinné rozvoje, s touto vyhradou:

ProtoZe néktera realna ¢isla maji dva desetinné rozvoje (napi. 1,0000... = 0,9999...),
pro zachovani jednoznac¢nosti vyloucime rozvoje s koncovou periodou 9. Podobné pro
Ciselné soustavy o jiném zakladu — napf. ¢islo 2/3 ztotozhujeme s trojkovym rozvojem
0,2000. .. a vylu¢ujeme rozvoj 0,1222...

Realné ¢isla jsou soutadnicemi bodt v eukleidovskych prostorech, tj. jsou v jednoznacéné
korespondenci s body pfimky, jejich usporadané dvojice s body roviny atd.

o Komplexni ¢isla miuZeme ztotoznit s usporadanymi dvojicemi &isel redlnych.

Logické symboly. Nékteré slovn{ obraty maji v matematickém textu ustaleny vyznam a vy-
skytuji se natolik ¢asto, Zze jsou pro né zavedeny specialni znacky a nazvy:

& a konjunkce
V= nebo disjunkce (nevylucovaci)
- = neni pravda, Ze ... negace
— = jestlize ..., pak ... implikace
< = pravé kdyz ekvivalence
(Vx) = pro kazdé z plati, ze . .. univerzdlni kvantifikdtor
(3x) = existuje x takové, Ze ... ezistencni kvantifikdtor

Dosah téchto symbolu je nutno vyznacovat zavorkami, napt. (xr > 1 & = < 2) V o = 0. Pro
uSetfeni nékterych zavorek obvykle predpoklddame, Ze symboly —, <> vdZou méné silné nez
ostatni. Misto znaku — ¢asto jen Skrtame piislusny symbol, napt. =(z = 5) piSeme = # 5.



Priklady zapisti pomoci logickych symboli:
e Vétu ,Jestlize 22 = 1, pak = 1 nebo z = —1“ lze psat: 22 =1 = (z =1V 2 = —1).

o Zapis (Va)(a + a = 3a) vyjadifuje nepravdivé tvrzeni (jaké?), kdezto (Ja)(a + a = 3a)
pravdivé (proc¢?).

e Tvrzeni ke kazdému &islu existuje ¢islo vétsi“ lze zapsat jako (Va)(Jy)(y > x). Tvrzeni
»existuje nejmensi ¢islo“ lze zapsat jako (3z)(Vy)(z < y).

Pozorujte: pro posouzeni pravdivosti je tfeba mit uréen obor proménnych — napf. po-
sledné uvedené tvrzeni je pravdivé v oboru ¢&isel pfirozenych, ale nepravdivé v realnych.

Informace k mnoZinové ¢asti kurzu: libor.behounek.online/lotem
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1.2 Mnoziny a jejich prvky

Pocatky teorie mnozin. Studium mnozin bylo motivovano potfebou matematické analyzy
zkoumat stéle slozit&jsi ¢asti realné piimky (obory spojitosti trigonometrickych rozvoji apod.).
Pojem mnoziny zavedl Bernard Bolzano (kniha Paradoxy nekone¢na, vyd. 1851), systematicky

jej zacal zkoumat Georg Cantor od roku 1873.

Bernard Bolzano Georg Cantor

Cantorova definice mnoziny. Zpocatku budeme vychazet z Cantorovy neforméaln{ definice
mnoziny (1895):

»,2Mnozinou“ rozumime souhrn M konkrétnich rozlisenych objektii naseho vniméni
nebo mysleni (jez budeme nazyvat ,prvky* M) v jeden celek.

Priklady mnozin:

e Mnozina N vSech pfirozenych ¢&isel; Z v8ech celych ¢isel; Q vSech racionélnich ¢isel;
R v8ech realnych ¢isel; C vSech komplexnich &isel.

e Interval [a,b] definujeme jako mnoZinu v8ech realnych ¢isel z takovych, 7e a < z < b.
Geometrické dtvary chapeme jako mnoziny bodi.

NaleZeni prvku do mnozZiny.

e Zapis x € A vyjadiuje, Ze x je prvkem mnoziny A. Priklady: 3 € N, 7 € R.
e Zapis x ¢ A vyjadiuje, Ze = neni prvkem mnoziny A. Priklady: —1 ¢ N, /2 ¢ Q.

Principy teorie mnozin. Cantorova definice je jen vychozim vymezenim pojmu mnoziny,
které bude tfeba v nékolika ohledech upfesnit. Tato upfesnéni budeme nazyvat mnozinovymi
principy. Dva uvedeme hned:

Princip dvojhodnotovosti. V klasické teorii mnoZin uvazujeme pouze takové mnoziny A,
ze pro vSechny prvky x jednoznacné plati bud = € A, nebo x ¢ A. (Téz zvano: princip
bivalence.)

Za mnoziny tedy nepovaZujeme napf. neur¢ité vymezené souhrny s nejasnou hranici (souhrn vSech
vysokych lidi, viech malych Eisel apod.), souhrny paradoxni (jako je souhrn A vSech objekti, které
nejsou prvkem A) atp. Témi se zabyvaji rizné neklasické teorie mnozin (napf. teorie fuzzy mnozin);
v tomto kurzu se v8ak omezime na klasickou (,,Cantorovu®) teorii mnozin.



Princip extenzionality. Mnoziny povazujeme za urc¢ené svymi prvky. Tzn. mé-li mnoZina A
tytéz prvky jako mnozina B (bez ohledu na potadi, zptisob zadani apod.), jde o tutéz mnozinu
A = B (tentyz souhrn prvki).

Formalné: (Vz)(zr € A<z € B) - A=B.

Priklad: mnozina N vSech pfirozenych &isel je rovna mnoziné vSech celych ¢&isel z intervalu (—%, +00).

Komprehenzni termy.

e Mnozinu, do které nalezeji pravé prvky ai,...,an, znacime {ai,...,a,}.

Jsou-li prvky ¢leny pravidelné posloupnosti, lze pouziy trojtecku, napt. N ={0,1,2,...}.
e Mnozinu pravé téch prvka z, které maji vlastnost @, znac¢ime {z | ®}; napf.:

{2,4,6,8,...} ={2n|n e N & n > 0};

{ar,...;an} ={z|z=a1 V... V2 =a,}.

Misto {z | x € A & U} lze psat struéngji {x € A| ¥}, napf.: N={z € Z | z > 0}.

Podobné (z € A)¥ a (Vz € A)V jsou zkratky za Casté zapisy tvaru (3z)(z € A & V) resp.
(Va)(x € A — W). Priklady: (3n € N)(n? = 4), (V2 € R)(2? > 0).

Prazdna mnozina. Mnozinu, kterd nemé zadné prvky, nazyvame prazdnou mnozZinou a ozna-
¢ujeme . Pitklad: {z € R | 22 = -1} = 0.

Z principu extenzionality plyne, Ze existuje jedind prazdna mnozina (zdivodnéte!). Prazdna mnozina
neni totéz, co ,nic“: spiSe ji lze prirovnat k ,,prazdné prihradce, ,,prazdnému mésci“ atp.

Jednoprvkové mnoziny. V teorii mnozin je t¥eba peclivé rozliSovat prvek x od jednoprvkové mmno-
Ziny {x}. Jednoprvkovym mnozindm se téz fika singletony (angl., v ¢estiné slangove).

Piiklad: 7 je redlné cislo, kdezto singleton {7} je mnoZina (realnych &isel, s jedinym prvkem 7); je
m €R, ale {r} ¢ R.

Elementarni mnoZinové operace. Definujeme sjednocent, prinik a rozdil mnozin A, B:

AUB={z|z€ AV ze€ B},
ANB={z |z € A&z € B},
ANB={z|zec A&z ¢ B}.

Priklad: Mnozina v8ech iracionalnich ¢isel je definovana jako R \ Q.

Maji-li mnoziny A a B prazdny prunik, fikame, Ze jsou disjunktni. Priklady: [0, 1] a [2, 3] jsou
disjunktni intervaly; Z je disjunktni s R \ Q.
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2. Mohutnosti mnozin
2.1 Inkluze a ekvivalence mnozin

Galiletiv paradox. Sudych pfirozenych ¢isel je zjevné méné nez vSech prirozenych ¢isel
(sudé je jen kazdé druhé). Lze je v8ak se v8emi pfirozenymi Cisly vzajemné jednozna¢né spa-
rovat — tedy zaroven je jich vlastné stejne mnoho:

Galilei uvedl tento paradox v dialogu O dvou novych védéach (1638); usoudil z néj, Ze porovna-
vat nekonecna mnozstvi nenf mozné. Cantorova teorie mnozin jej fesi rozliSenim dvou zptisobt
porovnani nekone¢nych mnozin — pomoci inkluze a ekvivalence.

Galileo Galilei

Inkluze. Rikame, 7e mnozina A je podmnoZinou (téz: éasti) mnoziny B a piseme A C B,
jestlize kazdy prvek mnoziny A je zaroven prvkem mnoziny B. Formalné:

AC B =4t (Vx)(r € A— 2 € B).

Vztah C nazyvame inkluze. Zapis =(A C B) zkracujeme A ¢ B. Vztah A C B & A # B
zapisujeme A C B & A & B a hovotime o ostré inkluzi a vlastni podmnoziné.

Priklady: [0, 7) C R; krychle je (vlastni) ¢asti koule ji opsané; NCZ C Q C R C C.

Vlastnosti inkluze:
1. ACB&BC(C—ACC
2. ACB&BCA—-A=8B
3.0CA ACA

(Pozn.: Nejsou-li v tvrzenich uvedeny kvantifikitory, je minéna obecné platnost pro viechny hodnoty
proménnych, tj. jako by byly kvantifikovany univerzalng. Posledni tvrzeni tedy znamena (VA)(A C A).)



Inkluze a nalezeni. Inkluzi a néleZeni je tfeba peclivé rozliSovat: nélezeni je vztah prvku
a mnoziny (do které patii), inkluze je vztah dvou mnozin (dany nélezenim prvku). Piklady:

e Cislo 7 je prvkem, ale nikoli ¢asti mnoziny R (je to realné ¢islo, nikoli mnozina reélnych
¢isel). Symbolicky: 7 € R, ale 7 € R. (Je ovSem {n} C R, zatimco {r} ¢ R.)

e Mnozina N je ¢asti, ale nikoli prvkem mnoziny Z (kazdé pfirozené cislo je celé, ale
mnozina v8ech pfirozenych ¢isel neni celé &islo). Symbolicky: N C Z, ale N ¢ Z.

Inkluze a velikost mnozin. Velikosti mnozin sice miizeme srovnavat inkluzi, mnoho dvojic
mnoZin je v ni ale neporovnatelnych — napi. {1,3,5} ¢ {5,7,v/2} a ani naopak, {5,7,v2} ¢
{1,3,5}, pfestoze ob& mnoziny jsou trojprvkové, tedy ,stejné velké“. Lepsim zptsobem po-
rovnévani velikosti mnozin je vzajemné jednoznacné parovani jejich prvku jako v Galileové
paradoxu; to vede k pojmum bijekce a mnozinové ekvivalence.

Bijekce. Bijekci mezi mnozinami A a B rozumime vzajemné jednozna¢né prifazeni mezi
prvky obou mnozin — tj. kdyz kazdému prvku mnoziny A je prifazen pravé jeden prvek mno-
Ziny B a kazdy prvek mnoZiny B je pfifazen pravé jednomu prvku mnoZiny A.

Priklad: Ptifazeni F': n +— 2n (pro kazdé n € N) je bijekci mezi mnozinou N v8ech pfirozenych
¢isel a mnozinou {2n | n € N} vSech sudych pfirozenych ¢isel.
Zmaceni: Je-li prifazeni F' bijekci mezi A a B, piSeme F': A <+ B. Bijekcim se téz ika vzdjemné

jednoznacénd zobrazend. (Definici bijekce pozdéji zpfesnime.)

Ekvivalence mnoZzin. Existuje-li bijekce F': A <» B, fikdme, Ze mnoziny A a B jsou ekvi-
valentni a piseme A ~ B. (Terminologie téZ: A, B jsou ekvipotentni, ekvipolentni, stejné mo-
hutnosti ¢ stejné kardinality).

Priklady:
o {5, 2} ~ {1,2,3}. Ditkaz: bijektivni p¥ifazeni je napi.: 5 — 1, m +— 2, /2 3.
e N~ {2n | n € N}, napt. pfifazenim F': n +— 2n pro vSechna n € N.
e [0,1] = [0, 5], napt. bijekci G: z +— 5z pro vsechna = € [0, 1].

ResSeni Galileova paradoxu. Sudych pfirozenych ¢isel je méné nez vSech prirozenych Cisel
ve smyslu inkluze, ale je jich stejné jako vSech prirozenych ¢&isel ve smyslu ekvivalence:

{2n|n e N} CN, ale {2n | n € N} ~® N.

Je to pritom pojem ekvivalence, ktery lépe nez inkluze vystihuje velikost mnozin — napf.
kone¢né mnoziny jsou ekvivalentni, pravé kdyz maji tyz pocet prvki. (Nachazeni bijekei mezi
mnoZinami, a tedy dikazy ekvivalence riznych mnoZin, procvi¢ime v piikladech na cviceni.)
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2.2 Spocetné a nespocetné mnoziny

Ve cvicenich jsme si ukazali ekvivalenci mnoha nekoneénych mnozin, napt. N ~ Z, R ~ [0, 1]
atd. Vznika otézka, zda nejsou vSechny nekoneéné mnoziny vzajemné ekvivalentni. Ukazuje se,
ze nikoli: napt. N % R. Elegantni metodou, jak neexistenci bijekce mezi nékterymi mnozinami
dokazat, je tzv. Cantorova diagonalizace:

Véta: N #%R.

Diikaz Cantorovou diagondlni metodou: Sporem, necht F: N < R a necht pro kazdé n € N
je F(n) = Y220 dn; - 107" jednoznaéné uréeny (viz §1.1) desetinny rozvoj &sla F(n). Bud
r=>2,di- 107, kde d; = 1, pokud dnn =0,ad; =0, pokud d, ,, # 0. Zjevné r € R (nema
periodu 9) a F(n) # r (nebot d, n, # d,) pro zadné n € N. Tedy F' neni bijekce, spor. O

Disledek: Tedy také Z % R, nebot Z ~ N; podobné N % [0, 1], nebot [0, 1] ~ R; atp.

Mnozina R tak ma jinou nekone¢nou mohutnost nez mnoziny N ¢i Z. Redlnych ¢isel je pfitom
(ve smyslu mohutnosti) o¢ividné vice nez &isel pfirozenych: Cantorova diagonalizace ukazala,
ze N lze bijektivné zobrazit na vlastni ¢ast R, ale nikdy ne na celé R. Tato vlastnost je vhodnym
kritériem porovnavani kone¢nych i nekoneénych mohutnosti:

Subvalence. Rikéme, 7e mnozina A je subvalentni mnoziné B, pokud existuje bijekce mno-
ziny A na né&jakou podmnozinu mnoziny B. Znaceni: A < B. (Bijekcim A na podmnozinu B
se téz tika injekce & prostd zobrazeni A do B.)

Zapis A < B (striktni subvalence) znamena, ze A < B, ale A % B. Pokud A < B, fikdme téz,
ze A ma mensi mohutnost ¢i mens? kardinalitu nez B. Priklady:

e Cantorova diagonalizace ukazuje, ze N < R. (Tudiz také Z < R, N < [0, 1] atp.)
e Kazda konefna mnozina je striktné subvalentni libovolné nekone¢né (rozmyslete).

e Pro konec¢né mnoziny plati, ze m-prvkové je subvalentni n-prvkové, pravé kdyz m < n
(rozmyslete). Specialné () je subvalentni kazdé mnozing (mé nejmensi kardinalitu).

Nejmensi nekoneéna mohutnost. Mohutnost mnoziny N je nejmensi (ve smyslu subva-
lence) mezi vSemi nekoneénymi mnozinami, jak plyne z tohoto tvrzeni:

Tvrzeni: Je-li mnozina A nekoneéné, pak N < A.

Diikaz: ProtoZze A je nekonefnd, muZeme postupné vybirat jeji prvky, vzdy rtzné od vsech
predchozich, a pfirazovat je po Ffadé vsem prirozenym ¢&islim 0, 1,2, ... (Kdyby v n-tém kroku
zéddny nezbyval, znamenalo by to, Ze A mé jen n — 1 prvki, tedy Ze je konecné — spor s pred-
pokladem.) Tim postupné zkonstruujeme bijekci N na ¢ast mnoziny A, tedy N < A. O

Spocetné mnozZiny. Mnoziny ekvivalentni s N tedy maji nejmensi nekone¢nou mohutnost.
Jsou to pfitom préavé ty mnoziny, jejichz prvky lze vzadjemné jednoznacné ocislovat vSemi
prirozenymi ¢isly, neboli je sefadit do nekoneéné posloupnosti (rozmyslete podle definice ekvi-
valence s N). To motivuje nasledujici pojem:

Definice: MnozZina A je spocetnd, pokud A < N; jinak je nespocetnd.



Priklady:

e Mnoziny N, Z a vSechny jim ekvivalentni mnoziny (napf. vSechny jejich nekone¢né pod-
mnoziny, mnozina Z U {e, 7, v/2} apod.) a také viechny konedné mnoziny jsou spocetné.

Poznamka: Néktefi autofi nazyvaji spo¢etnymi pouze nekoneéné spocetné mnoziny. Spoéetnym
vCetné konecnych pak fikaji ,nejvyse spocetné®.

e Jak ukazuje Cantorova diagonalizace, R a vSechny mnoziny ji ekvivalentni (napf¥. vSechny
realné intervaly, mnoZina vSech bodi tsecky ¢ piimky atp.) jsou nespocetné.

Nespocetné mnoziny. Vzniké dalsi pfirozené otazka, zda jsou vSechny nespocetné mnoziny
ekvivalentni R — jinak fe¢eno zda existuji jen dvé nekonecné mohutnosti (spocetné a nespo-
Cetnd). Variantou Cantorova diagonalniho dikazu lze ukézat, Zze nikoli: nap¥. mnoZina vSech
realnych funkei realné proménné, kterou je zvykem znacit R®, ma vétsi mohutnost nez R:

Tvrzeni: R < RE,

Diikaz: Nechf je kazdému r € R piifazena né&jaka realna funkce realné proménné f,. € RE,
Sestrojime funkci g € RR, ktera neni pfifazena zadnému r € R, takto: pro kazdé r € R bud
g(r) = fr(r) + 1. Pro zadné r € R neni g = f,, nebot g se lisi od f, asponn v bodé r. Kazdé
piitazeni funkci z RR realnym ¢&islim tedy vzdy néjakou funkci vynechava, proto R % RE.
Trivialné oviem R < RR, napi. piifazenim piisluiné konstantni funkce kazdému r € R. O

Existuji tedy nejméné dvé nespocetné mohutnosti (pozdéji uvidime, Ze je jich mnohem vice).
Pro jejich rozliseni fikdme, Ze:

e Mnozina A mé mohutnost kontinua, pokud A ~ R.
e Mnozina A méa mohutnost potence kontinua, pokud A ~ RE,
Nekoneéna kardinalni ¢isla. Mohutnosti koneénych mnozin oznacujeme prirozenymi ¢isly,

vyjadiujicimi pocet jejich prvki. Pro oznaceni po¢ti prvka (mohutnosti) nekone¢nych mnozin
potfebujeme nova, nekonecné ¢isla:

e Mohutnost nekoneénych spocetnych mnoZin zna¢ime R (alef nula). Mohutnost kontinua
znaime ¢ (gotické c¢). Mohutnost potence kontinua zna¢ime 2¢ (dvé na kontinuum).

e Mohutnost mnoziny A zna¢ime obecné |A].

Piklady: 0| =0, [{z € R|a? =1} =2, [N|=|Z| =Ry, [R]=[(0,1)] =¢, |RF| =2

Cisla oznacujici kone¢né i nekonecné mohutnosti se nazyvaji kardindlng ¢isla ¢i kratce kardindly
(z lat. numerus cardinalis = ¢islovka zakladni = ,kolik?*). Kone¢né kardinaly jsou prosté ¢isla
prirozené, z nekone¢nych zname zatim tii: R, ¢, 2°. Podle velikosti (tj. subvalenci) je lze sefadit
takto:

0<1<2<3<---<Ny<e<2

Pozdgji pozname mnoho dalsich (zejména vétsich) kardinali a naucime se je s¢itat a nasobit.
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2.3 Cantorova-Bernsteinova véta

Véta spojovana se jmény Cantora, Bernsteina a Schrédera, poprvé vSak ziejmé dokézana
Dedekindem, umoziuje dokézat ekvivalenci mnozin A a B nalezenim dvou injekci, z A do B
a naopak. To je Casto vyrazné jednoduSsi nez piimé konstrukce bijekce mezi A a B.

Ernst Schroder Felix Bernstein Richard Dedekind

Véta (Cantorova-Bernsteinova). Pokud A < B a B <X A, pak A~ B.

V dikazu vyuzijeme standardni znaceni:

e Obraz mnoziny X v zobrazeni F', tj. mnozinu vSech prvka prifazenych zobrazenim F prvkim
mnoziny X, zna¢ime F[X].

e Pro zobrazeni F' a G znali F o G jejich slozeni, tj. pfitazeni F'o G: z — z, pokud F: x — y
a G: y— z. (Pozorujte: slozeni bijekei je bijekce.)

Diikaz: Necht A < B < A, tedy existuji F': A <> F[A] C B, G: B <> G|B] C A. Ozna¢me:

Ay = A
By = B

A1 =GB C A

Biy1 = F[A;] C By,

pro kazdé i € N. Protoze B =~ G[B] = Aj, staci ukdzat A ~ A;. Ozna¢me dale:

C =)A= {z|(vieN)(zecA)}
1€N
S=J Az~ Agi1) = {z | (Fi € N)(w € Ag; \ Agi11)}
€N
L= U(A2i+1 AN A21+2) = {.CL‘ | (HZ S N)(l‘ S A2i+1 AN A2i+2)}
1€N
Sl = U(AQH_Q AN A2i+3) = {a: | (E|Z S N)(a: c A2i+2 AN A2i+3)}.
1€N
Pozorujte: A =SULUC, Ay = S;ULUC. Pfitom (F o G) [Agl AN A2i+1] = Ag;ro N\ Agiys,
tedy (F o G)[S] = Si, a protoze F o G je mezi S a Sp bijektivni, je S ~ 5. O]



Dusledek: Pokud A C B a B = A, pakjiz A~ B.

Diikaz: Je-li A C B, pak samoziejmé také A < B, nebot pfifazeni x — x pro kazdé x € A je
injekci A do B. O

Vime-li tedy, Ze A je podmnozinou B, sta¢i pro dikaz ekvivalence A ~ B najit injekci B do A.
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2.4 Kartézské souciny

Kartézsky souéin. Kartézskyj soucin dvou mnozin A, B je mnoZina vSech uspofadanych
dvojic (a,b) takovych, ze a € A a b € B. Znafeni: A x B.

Kartézsky sou¢in n mnozin Aj,..., A, je mnozina viech uspofadanych n-tic (ay,...,a,) ta-
kovych, ze a1 € A1, ..., an € A,. Znaeni: A} X --- X A,,. Formélné:

Ax B={(a,b)|lae A& be B}
Alx...XAn:{<a1,...7an>‘aleAl&...&aneAn}

Je-li Ay = Ay = --- = A,, hovofime o kartézské mocninég A" =g A x --- x A. Priklad:
R? =R x R (srv. kartézskou soustavu soufadnic v roving).

René Descartes (Cartesius)

Bijekce a injekce. Pomoci pojmu kartézského soucinu lze mj. upfesnit definici bijekce
a injekce. Bijektivni ¢i injektivni zobrazeni mezi mnoZzinami A a B lze chépat jako mnoZzinu
uspofadanych dvojic vzor—obraz, tedy jako podmnozinu kartézského soucinu A x B, spliujici
prislusné podminky jednoznacného prifazeni prvki.

Upfesnéna definice: Bijekei mezi mnozinami A a B rozumime kteroukoli podmnozinu F
kartézského soucinu A x B takovou, Ze:

(Vz € A)(Aly € B)((z,y) € F) & (Vy € B)('z € A)((z,y) € F).

Injekei z A do B rozumime bijekei mezi A a nékterou podmnozinou C' C B. Misto (z,y) € F
obvykle piseme F(x) = y.

Mohutnosti kartézskych souc¢int. Pro kone¢né mnozZiny |A| = n, |B| = n je samoziejmé
|A x B| = m - n. Pro nekone¢né mnoziny dokazeme nékolik tvrzeni.

Tvrzeni: Mnoziny N2, Z2, Q jsou spocetné.

Diikaz: Cantorova pérovaci funkce w(m,n) = 4(m +n)(m+n+ 1) +n je bijekei 7: N? <+ N.
Protoze Z ~ N (viz §2.1), je také Z? ~ N? ~ N. Raciondlni ¢&isla jsou zkracené celoc¢iselné
zlomky, tj. nékteré dvojice celych ¢&isel; proto Q < Z? ~ N? ~ N. O



Véta: R2 ~R.

Diikaz: Dokézeme [0,1)% ~ [0,1). Ziejmé [0,1) =< [0,1)?; podle Cantorovy-Bernsteinovy véty
stadi najit injekci F': [0,1)2 — [0,1). Dvojici &isel 71,79 € [0,1) s desetinnymi rozvoji 71 =
221 d17i-10_i, ro = Zfil d27i-10_i pfifadime F(Tl, 7’2) = Zfil d17i'10_2i+2i1 d27i'10_2i_1.
Zjevné F(r1,r2) € R (mohlo by mit periodu 9, jen kdyby r1, 2 méla periodu 9) a F' je injektivni
(zdavodnéte). O

Diisledek: Tedy také napt. N ~ Q? ~ N3 ~ Z*; R ~ C ~ R?; tsecka je ekvivalentni ¢tverci,
kruhu, krychli, hyperboloidu; atp. (Ujasnéte si proc.)

Tvrzeni:
1. Jsou-li A, B spocetné, pak také AU B, A x B jsou spocetné.

2. Maji-li A, B mohutnost kontinua, pak také AU B, A x B maji mohutnost kontinua.

Diikaz:
1. Pokud A,B <N, pak AUB<Z=~N, Ax B<NxN=N,

2. Pokud A,B~R, pak R< AUB <[0,1)U[1,2) =[0,2) R, Ax B~RxR~R. [

Disledek: Mnozina R \ Q v8ech iracionalnich ¢isel je nespocetna.

Diikaz: Kdyby byla spocetna, byla by dle predchozich tvrzeni spocetna i (R~ Q) UQ = R,
ta vSak je nespocetné; spor. (Slozit&jsim dikazem lze ukazat i to, ze R\ Q =~ R.) O
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2.5 MnoZiny mnozin

Mnoziny jako prvky mnozin. Podle Cantorovy definice (§1.2) je mnozina souhrnem prvki
v jeden celek, tedy konkrétnim rozliSenym objektem naSeho mysleni. Podle téze definice proto
miZe byt prvkem dalsich mnoZin.

Priklady: mnozina vSech redlnych intervalii, mnozina vSech trojihelniki v roviné, mnoZina
v8ech podmnozin R atp.

Nalezeni do prvku mnoziny. Vedle néleZzeni a inkluze je také tieba peclivé rozliSovat
nélezeni do mnoziny od nalezeni do prvku mnoZiny.

e Prvek prvku mnoziny A nemusi byt prvkem A. Piiklad: Necht A = {{1,2,3},{3,4,5}}.
Pak 1 ¢ A; pouze 1 € {1,2,3} € A. Pozorujte: {1,2,3} neni ¢asti, nybrz prvkem A.

e Rozlisujte: 0 # {0} # {{0}}. (Zdavodné&te!)

Sjednoceni a prinik mnoziny mnozin. Sjednoceni mnoziny mnozin ¢ je mnozina v3ech
prvki, které nalezi alespori jednomu prvku mnoziny o/. Znaceni: | J .o .

Prinik mnoziny mnozin & je mnozina vSech prvki, které nalezi vSem prvkim mnoziny <.
Znageni: (] </. Forméalné:

relJo o @A)Acd &recA), b |Jo={z|@FAcH)(zcA)}
re(o o (VA(Acd wacd), tj o ={z|(VAecF)(xcA)}

Casté znacent: U A; = U{Al | i eI}, [j A = U{Al | i € N}, obdobné pro ﬂ
i€l =0

Pozorujte: |J{A,B}=AUB, (\{A,B}=ANB.
Tvrzeni:

1. Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.

2. Sjednoceni spocetné mnoha mnozin mohutnosti kontinua ma mohutnost kontinua.

Drikaz: Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpoklddat, Ze uvazované mnoziny jsou vzajemné
disjuktni. (Nejsou-li, mohutnost se nezvétsi — rozmyslete.)

1. Necht pro kazdé i € N je F;: N < A;, kde A; jsou vzajemné disjunktni. Pak G(i,j) =
F;(j) je bijekce mezi spocetnou N? a |J;cp Ai-

2. Mé&jme vzajemné disjunktni A; ~ R =~ [i,i + 1) pro kazdé i € N. Pak (J;cyAi =
Usenlisi +1) = [0,400) = R. O

Dusledek: Mnozina A v8ech algebraickych ¢isel je spocetnéa. (Rozmyslete: celoéiselnych po-
lynomi stupné n je spo¢etné mnoho a kazdy ma nejvyse n kofenu.) Tedy mnozina R~ A vSech
realnych transcendentnich ¢isel je nespocetna (lze ukazat, Ze ma mohutnost kontinua).



Poten¢éni mnozina. MnozZina vSech podmnoZin mnoZiny A se nazyva potenci mnoziny A

a znaci se Z(A). Formalné: Z(A) ={X | X C A}

Priklady:
o Z({a,b}) ={0.{a},{b},{a,b}}, P{a})={0.{a}}, 2(0)={0}.
o Jsou-li ay,...,a, vzajemné razné, pak & ({ai,...,an}) ma 2" prvka (zdiavodnéte!).

e Z(N)={X | X CN} je mnozina viech mnozin pfirozenych ¢isel, obdobné Z(R) atp.

Tvrzeni: Z(N)~R.

Diikaz: Najdeme injekce F': [0,1) — 2(N), G: 2(N) — [0,1). Cislu r € [0,1) s dvojkovym
rozvojem r = Y 20, b;»27% (bez periody 1) pfifadime mnozinu F(r) = {i € N | b; = 1} € Z(N).
Naopak mnozing A C N piifadime ¢islo G(A) = Y52, d; - 107, kde d; = 1, pokud i € A,
a d; =0, pokud i ¢ A. Obé pfifazeni jsou zjevné injektivni (zduvodnéte). O

Tvrzeni: Z(R) ~RE. (Pro definici R® viz §2.2.)

Dikaz: Je 2(R) < RE, nebot kazdé podmnoziné A C R lze injektivné piifadit jeji cha-
rakteristickou funkci x4 € RR kde xya(z) = 1 pro x € A a xa(z) = 0 pro z ¢ A. Obra-
cené také RR < 2(R), nebot kazda realna funkce F' € RR ma4 injektivné piifazen svij graf
{{z, F(z)) | * € R} C R? takze R® < Z(R?) ~ Z(R). O

Vidime, Ze £ (N) méa mohutnost kontinua a #(R) ma mohutnost potence kontinua (viz §2.2).
V obou pfipadech je tedy mohutnost potenéni mnoziny vétsi nez mohutnost pivodni mnoziny:
P(N) =R = Na ZR) ~ RR = R. To neni nahoda — pozdgji uvidime, ze #(A) ma vidy
vétsi mohutnost nez A.
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2.6 Podmnoziny kontinua

Vidéli jsme, ze mnohé zdanlivé velké mnoziny realnych ¢isel (napt. Q, A) jsou pouze spocetné.
Naopak nékteré na pohled ,témér prazdné“ mnoziny maji mohutnost kontinua:

Cantorovo diskontinuum. Odstraiime z intervalu [0, 1] jeho otevienou prostfedni tietinu
(%, %), z obou zbyvajicich intervalti odstrahme jejich oteviené prostiedni tietiny; ze vSech
Ctyl zbyvajicich intervalti odstraiime jejich oteviené prostiedni tretiny; atd. do nekonecna.
Sjednoceni intervalii zbyvajicich v n-tém kroku oznaéme D, a vezméme jejich prinik D =

Mnen Dn, zvany Cantorovo diskontinuum.

Vsimnéte si: po n-tém kroku zbyva sjednoceni 2" uzavienych intervala délky 1/3", odstranili
jsme tedy intervaly celkové délky 1 — (2/3)™. Po provedeni v8ech kroku jsou tak odstranény
intervaly celkové délky 1, tj. D ma miru 0. Presto D # (), naopak D ma mohutnost kontinua:

Tvrzeni: D~ R.

Diikaz: Pozorujte, Zze D obsahuje pravé ta realna &isla z intervalu [0, 1], kterd maji troj-
kovy rozvoj neobsahujici ¢islici 1: v n-tém kroku jsme totiz odstranili pravé &isla s cifrou 1
na n-tém misté trojkového rozvoje. (Rozvoje s koncovou periodou 2 tentokrat povolujeme,
takze napt. 1/3 € D diky trojkovému rozvoji 0,02222. ..) Sestrojime injekci F': [0,1) — D tak,
ze ¢islu r € [0,1) s binarnim rozvojem r = > >° | b;-27" piifadime ¢islo F(r) = Y 07 | 2b;-37™;
jinak TeCeno, v jednozna¢ném dvojkovém rozvoji r nahradime vSechny vyskyty ¢islice 1 éis-
lici 2 a vysledek chapeme jako trojkovy rozvoj ¢isla F'(r). Ujasnéte si, ze F(r) € D, ze F je
injektivni, a Ze tudiz R = [0,1) <D C R, tedy D ~ R diky Cantorové-Bernsteinové vété. [

Pouceni: Mohutnosti mnozin realnych ¢&isel nelze snadno poznat ,,od pohledu“ — je nutno poctivé
sestrojovat bijekce (¢i injekee).

Mohutnost a mira. Urcovani mohutnosti mnozin by bylo samotucelné, kdyby mohutnost
neméla zadné podstatné matematické dusledky. Jednim z takovych dusledkt je ale napr. fakt,
7e v8echny spocetné podmnoziny R maji nulovou miru, tj. 1ze je pokryt sjednocenim intervali
libovolné malé délky:

Tvrzeni: Kazda spocetnéd podmnozina R mé miru 0.

Ditkaz: Bud A C R spocetna a bud e libovolné malé kladné realné ¢islo. Pokryjeme prvky A in-
tervaly celkové délky nepfrevySujici €. Mnozina A je spocetna, jeji prvky lze tedy sefadit do po-
sloupnosti ag, a1, az, . . . Kazdy prvek a,, € A pokryjeme intervalem (a,, —¢/2"*2, a, + £/2"%2).
Pozorujte, Ze jejich celkova délka je e/2+¢e/4+¢/8+--- = £ a pokryvaji vSechny prvky A. [
Disledek: N,Z,Q, A maji miru 0. (Naopak tedy napt. [0,1] N\ Q ma miru 1 —0 = 1.) Ne kazda
mnozina miry 0 vSak musi byt spocetné, jak ukazuje napt. Cantorovo diskontinuum.



Hypotéza kontinua. Vgechny dosud uvaZované podmnoziny R byly bud spocetné, nebo
mély mohutnost kontinua. To vedlo Cantora (1878) k formulaci hypotézy, kterou se léta marné
snazil dokazat:

KaZzda mnozina realnych ¢isel je bud spocetné, nebo ma mohutnost kontinua.

Hilbert (1900) zaradil Cantorovu hypotézu (CH) jako prvni polozku na seznam otevienych
problému pro 20. stoleti. Godel (1940) dokazal, Ze pomoci ostatnich principt teorie mnozin
nelze CH vyvréatit; Cohen (1963) ukazal, Ze ji pomoci nich nelze ani dokézat.

1

David Hilbert Kurt Godel Paul Cohen

Algoritmicky vycislitelna ¢isla. Ujasnéte si:
1. Kolik je vS8ech moznych fetézcu délky n v dané koneéné abecedé, nap¥. ASCII ¢ Unicode?
2. Kolik je tudiz vSech moznych kone¢nych Fetézcii v této abecedé? (Pouzijte tvrzeni o mohutnosti
spocetného sjednoceni spo¢etnych mnozin.)
3. Kolik je tedy v8ech moZnych programi ve vasem oblibeném programovacim jazyce?
4. Kolik je tudiz redlnych ¢isel, jejichz nekonecné desetinné rozvoje lze postupné vypisovat pocita-
¢ovym programem?
Vidime, ze algoritmicky vycislitelngch redlnych ¢isel je pouze spocetné — drtivou vétsinu realnych &isel
tedy nejen nelze zapsat, ale ani algoritmicky popsat. Vé&tsina realnych ¢isel je tak naSimi koneénymi
prostiedky neuchopitelné — nemélo by nés tedy prilis udivovat, Ze néktera tvrzeni o mnozinach realnych
¢isel (jako CH) nelze v teorii mnozin dokazat ani vyvratit.
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2.7 Dodate¢né mnozinové principy

CH jako dodate¢ny mnozZinovy princip. V piedchozim oddilu jsme vidéli, Ze Cantorovu
hypotézu kontiua (CH) nelze v teorii mnozin dokizat ani vyvratit. Mizeme tudiz dle chuti
bud ji, nebo jeji negaci pfijmout jako dodateény mnoZinovy princip (viz §2.1), upfesiujici
jinak neurc¢ené chovani mnoZin reélnych ¢isel.

Dalsi volitelné mnoZinové principy. Jsou i dalsi mnoZinové principy, které miazeme bud
prijmout, nebo odmitnout, a tim upfesnit Cantoriv pojem mnoziny. Zminime stru¢né nékolik
cipy, dnes b&zné pfijimané, ale v minulosti kontroverzni (aktualni nekone¢no, nekonstruktivni
vymezeni vybérové mnoziny):

Princip nekonecéna: Obor v8ech pfirozenych ¢isel tvori mnozinu.

Odmitnuti principu nekonecna by vedlo k budovani teorie konecngch mnoZin (pozorujte, Ze
mnozinové operace jsou na kone¢nych mnozinach uzaviené).

Princip vybéru: Pro kazdou mnozZinu neprazdnych disjunktnich mnozin existuje mnozina
obsahujici pravé po jednom prvku z kazdé z nich (,,vybérova mnozina“).

Existenci vybérové mnoziny lze ve mnoha piripadech dokézat i bez pouziti principu vybéru
(napf. pro kone¢né systémy mnozin nebo lze-li z kazdé mnoziny systému vybrat néjaky prvek
explicitné). Princip vybéru tvrdi existenci vybérové mnoziny obecné, i pro mnoZiny mnozin,
kde prvky explicitné vybrat neumime. Princip vybéru i jeho negace maji nékteré neintui-
tivni disledky (napf. Banachtiv-Tarského paradox vs. prazdnost kartézského soucinu systému
nepraznych mnozin). Stejné jako v piipadé CH, princip vybéru nelze dokézat ani vyvratit
z ostatnich principii teorie mnozin (nevyvratitelnost Godel 1940, nedokazatelnost Cohen 1963
jako u CH).

Pozor: princip vybéru neni tvrzenim, Ze z neprazdné mnoziny lze vybrat néjaky prvek (to
je z ostatnich principu dokazatelné). Podstatna je v ném moznost vybéru treba i nekonecné
mnoha nijak nespecifikovangch prvki zaroven.

Pro jeho nekonstruktivni povahu byva zvykem pouziti principu vybéru (¢i nékteré z jeho
mnoha ekvivalentnich variant) explicitné zminovat a vyznacovat. V tomto kurzu byl zatim
pouzit pro dikaz téchto tvrzeni (ve v8ech pfipadech podstatné, tj. jeho pouziti nelze obejit):

e Je-li A nekonecna, pak N < A (§2.2): dukaz vybiral v nekonetné mnoha krocich vzdy
dalsi nespecifikovany prvek.

e Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné; sjednoceni spocetné mnoha
mnoZin mohutnosti kontinua ma mohutnost kontinua (§2.5): nas dikaz tise vybral pro
kazdy prvek spo¢etné mnoziny mnozin vzdy jednu ze vSech bijekci na N resp. [0,1).



Nefundované mnoziny. MiuZe byt mnozina svym vlastnim prvkem, napt. X = {X} &
Y = {5,7,v/2,Y}? Aparat teorie mnozin pro takové mnoziny funguje dobfe, lze ale proti nim
mit konceptualni namitky: shrnujeme v jeden celek prvky, které jsou teprve timto shrnutim
vytvareny. Tutéz vyhradu lze mit i vidi cyklim nélezeni jako X = {{{X}}} a nekone¢nym
sestuptim nalezeni, napf. {{{{... ... ++}} Jako dalsi vyjasnéni Cantorovy definice se proto
¢asto prijima princip fundovanosti, ktery je vylucuje:

Princip fundovanosti. MnozZiny museji byt fundované, tj. vztahem naleZzeni € z nich ne-
ziskdme Zadnou nekone¢nou sestupnou posloupnost A > X1 3 X9 3 X35 ... (v¢. cykla).

Tj. sestupem podle € musime v kazdé cesté diive ¢i pozdé&ji narazit na prvek, ktery jiz nemé prvky
(¢ili na @ nebo na urelement = prvek, ktery neni mnozinou). Alternativni nazev: princip regularity.
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2.8 Cantorova véta

Véta (Cantorova): A < Z(A).

Diikaz: Plati A < Z(A), nebot piifazeni a — {a} je prosté (injektivni); staci tedy dokazat
A% P(A). Ukdzeme, ze zadné F': A — Z(A) neni bijektivni.

Bud F: A — Z(A). Dokazeme, ze B = {x € A | z ¢ F(x)} neni obrazem zadného z € A.
Sporem: necht F(z) = B; pak dle definice B je z € B, pravé kdyz z ¢ F(z) = B, spor. O

Dusledky:
e N< ZN) < Z2(Z(N)) < Z(Z(Z(N))) <---

Existuje tedy nekonecéné mnoho rtznych nekonecnych mohutnosti.

e UvaZujme mnozinu vSech mnozin, V= {A | A = A}. Dle Cantorovy véty je V. < Z(V);
ale Z(V) je mnozina mnozin, tedy Z(V) C V, a tedy &(V) <=V — spor s Cantorovou
vétou (tzv. Cantoriv paradox).

Regeni Cantorova paradoxu: Podle Cantorovy definice (§1.2) je mnozina ,souhrn objektu
v jeden celek”. Cantortv paradox lze chapat jako dikaz, ze neni mozné shrnout vSechny
mnoziny v jeden celek; tedy Ze neexistuje mnozina vSech mnozin.

Vlastni t¥idy. Obor vSech mnozin tedy nelze chapat jako ,hotovy*, definitivné vytvoreny
objekt. Takovymto ,neaktualizovatelnym® soubortm prvkia se tika wvlastni tridy. Cantorav
paradox lze tedy formulovat jako sporem dokazanou vétu: V je vlastni t¥ida. (Pozdé&ji a ve
cvicenich uvidime dalsi vlastni tfidy.)

Protoze vlastni t¥idy nemohou byt chapéany jako konkrétni, definitivné vytvofené matematické
objekty, nemohou se stéavat prvky mnozin (srv. Cantorovu definici z §1.2: | konkrétnich rozli-
Senych objekti*). Definici naleZeni lze sice rozsifit i na naleZeni prvkia do vlastnich t¥id, napt.
) € V, vlastni tiidy ale nemohou stat na levé strané vztahu nélezeni (tj. 1ze psat napt. A € V,
nikoli v8ak V € A).

Podobné lze na vlastni tfidy rozsifit i mnozinové pojmy, v jejichz definici se vlastni ti¥idy
nevyskytnou na levé strané vztahu néalezeni — napf. inkluzi ¢i elementarni mnozinové operace.
Priklady: Z2(A) C V, nebot #(A) ma za prvky pouze mnoziny, tj. prvky V; prianik ANV je
mnozina v8ech prvkia A, které jsou mnozinami; atp.



2.9 Kardinalni c¢isla

Kardinalni ¢&isla. Kardindlni ¢isla (¢i kratce: kardindly) jsou abstraktni matematické ob-
jekty pfifazené mnozinam tak, Ze dvé mmnoziny maji pfifazeno totéz kardinélni ¢islo, pravé
kdyz jsou ekvivalentni.

Kardinalni ¢islo pfifazené mnoziné A zna¢ime |A| a nazyvame mohutnosti (kardinalitou) mno-
ziny A. Pro kardinélni ¢isla pouZivime proménné s, A, i, . . .

Kardinality koneénych mnozin (¢ili koneéné kardinaly) ztotoznujeme s pfirozenymi ¢isly: pro
m-prvkovou mnoZinu A piSeme |A| = m. Pro vyznacné nekonecné kardinality zavadime
zvlastni symboly:

e IN[=Rg, [R[=c¢, |2(R)=2" (Viz§2.2.)

e Vzajemné razné (viz §2.8) mohutnosti mnozin N, Z(N), Z(Z(N)), 2(Z(Z(N))),...
znacime Jg, J1,J2,J3, ... (bét n).

Tedy: Jo=Ng, J1=¢, Jo0=2° 3= L@(:@(R)N, atd.
Kardinalni aritmetika. Necht x = |A|, A = |B| a AN B = (). Pak definujeme:
e k< )\ pravé kdyz A < B (¢ili k < A, pravé kdyz A < B)
e k+A=|AUB|

e k- A= |AXx B|

Soudin k - k - ... k (n &niteld, pro n € N) zkracujeme k", piicemz klademe x° = 1.
o 2F = }@(A)‘
Pozorovani:

e Definice aritmetiky kardinali je korektni, tj. nezalezi na vybéru mnozin mohutnosti x, A.
(Dikaz: sloZzenim s prislusnymi bijekcemi, napf. pokud A’ ~ A < B~ B’,pak A’ < B'))

0 0<1<2<3<--<Np<e<Tp<T3<Yy<---

Aritmetika kone¢nych kardinalit souhlasi s aritmetikou pfirozenych ¢isel.

Rg+1=Ng, Ro+Ry=Rgp, c-c=¢, 2% =c¢ atd. (podrobngji viz dale).
Dikazy: NU{-1}~N, NUZ™ =Z~N, RxR~R, Z(N)~R. (Viz §2.2-§2.5.)

2 = 21,1 pro kazdé n € N.
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Zakony kardinalni aritmetiky.
1. Komutativita a asociativita séitdni a ndsobeni:

K+A=A+kK
(K+N)+pu=+A+p) (k- A)-

BN

= >
[
x>

=

>~
=

2. Chovaini 0 al: k+0=k, K-0=0, K-1=k

3. Distributivita: K- (A+p)=K-A+K-pu

4. Monotonie: Pokud k1 < ko, pak: kK1 + A< ko + A, K1 A< Ky A, 2F <22,
5. Zdkony mocnéni: 25FA =28 .24 (28)A = 2RA

6. Scitdni a ndsobeni nekonecnych kardindli (s principem vybéru): Je-li aspon jeden z kar-
dinald k, A nekonecény, pak:

Kk + A = max(k, \), K- A =max(k,A) prok,A#0
Diikaz: Vétsina uvedenych vlastnosti vyplyva pfimo z vlastnosti mnozinovych operaci (napf.
distributivita z A x (BUC) = (A x B)U (A x (), viz pozdé&ji v §6.1), u jinych snadno najdete

piislugnou bijekci (napi. A x B ~ B x A) & injekci (napt. AUB < A’ UB pro A < A4).
Dtukazy tvrzeni 5-6 pfesahuji rdmec kurzu. O

Kardinalni ,,nasobilka*. Dosud uvedené poznatky umoznuji ur¢it vysledky aritmetickych
operaci pro néktera vyznacné kardinalnimi &isla (zejm. konena ¢i tvaru 3, pro n € N):

n NO [ :2

+ n No [ 32

0 0O 0 O
m+n Vg ¢ o

NO NO N() ¢ :2

N() NO N() C :2
¢ ¢ ¢ ¢ o

32 :12 :12 32 :2

0
0

m|0 mn Ng ¢ g
0
0 ¢ ¢ ¢ o
0

ey

Jo Iy Jy Do

m‘n No ¢ :12 33
2" C :2 :13 :4

2:"€



Tvrzeni: Kardinélni ¢isla tvori vlastni tfidu (znacenou Card).

Diikaz: Stadi ukéizat, ze ke kazdé mnoziné kardinalt A existuje kardinal A v&tsi nez v8echna
k € A. Ke kazdému k € A vezméme mnozinu A, mohutnosti k. Pak dle Cantorovy véty je
L@(UHGA A,.;) = Uwea Ax 2 Ag, tedy A = ‘,@(U%A Aﬁ)‘ > Kk, pro kazdé k € A. d

Specialné necht Ag = N a 4,11 = Z(A,,) pro kazdé n € N. Ozna¢me J,, = “@(UnEN An) ’
Pak 3, < 3, pro viechna n € N, a dale 3, < 27 = Jdoi1 < 2 t1 — Tiypo < 2%t2 = Jots
atd. nade vSechny meze.
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3. Ordinalni ¢isla a dobra usporadani

3.1 Ordinalni cisla

Iterovanim operaci potence a sjednoceni jsme v §2.9 vytvorili shora neomezenou ,transfinitni“ po-
sloupnost nekone¢nych kardinali:

Jp< <D< <3u<Tor1<Tgo<-+ <ptw<Iorwr1 <---

Pro indexovani této transfinitni posloupnosti pot¥ebujeme nova nekoneéné ¢isla (w,w + 1,...). Na
rozdil od &fsel kardinalnich, vyjadfujicich pocet (,kolik prvki?“), zde jde o poiadi (,kolikaty index?*).
Nepiijde tedy o nekone¢né ¢islovky zakladni (kardinalni), ale 7adové (ordinalni).

Pozorujte: Transfinitni posloupnost kardinala J, se vyznacuje tim, Ze ke kazdé mnozingé kardinala
lze sestrojit (potenci nebo sjednocenim — viz §2.9) nejbliZze vétsi prvek této posloupnosti. Posloupnost
ordinalnich ¢&isel, jimiz chceme takto vytvarené kardinaly indexovat, mit tuto vlastnosti takeé.

Definice: Ordindlni ¢isla (kratce: ordindly) jsou abstraktni matematické objekty vytvorené
timto vytvorujicim principem:
Ke kazdé mnoziné ordinélnich &isel existuje ordinalni ¢islo nejblize vyssi (tj. nejmensi
ordinalni ¢islo vétsi nez v8echny prvky oné mnoziny).

Transfinitni posloupnost ordinald. Dle vytvorujicitho principu existuje k prazdné mno-
7iné ordinalt nejblize vyssi ordinal; oznacme jej 0. K jednoprvkové mnoziné ordinala {0} exis-
tuje nejblize vyssi ordinal, ozna¢me jej 1. K mnoziné jiz vytvorenych ordinala {0, 1} existuje
nejblize vyssi ordinal, ozna¢me jej 2; atd. Kazdé prirozené ¢islo tedy oznacCuje néjaky ordinal;
k mnoziné ordinéli N existuje dle vytvorujictho principu nejblize vyssi ordinél, oznac¢me jej w;
atd. Postupné tak vytvaiime neomezenou transfinitni posloupnost ordinalnich &isel:

0<1<2< " <w<wt+l<w+2< - <wHw=

—w-2<w-24+1<-- <w-3<w-3+1l<- CwA< e <W-w=

—wl<w?+l< o <WHw<wltwtl< s <wWPHw-2<- <WPHwow=

=w? 2<w? 241<- <w?3<- <Ww=wi< W< < w=

ST i <l < = < < < < < < =
50

=0 <et+1<- < <-v <g) =er < <eg <oeoee <

<wi <wpF+1l<oee v o atd. nade vSechny meze.

Tvrzeni: Ordinalni ¢isla tvoii vlastni t¥idu (znacenou Ord).

Dikaz: Kdyby 8lo o mnozinu, dle vytvorujictho principu by za ni existoval dalsi ordinal. [
Definice: Ordinal je izolovany, pokud mé bezprostiedniho predchidce (tj. je ndslednikem)
¢i je roven 0; jinak je limitnd. Ordinal je koneény (spocetny), pokud ma kone¢nou (spocetnou)
mnozinu predchudci. Nekoneénym ordindlum se téz rika transfinitni.

Koneéné ordinaly ztotoziujeme s prirozenymi ¢isly. Prvni nekoneény ordinél znac¢ime w, prvni
nespocéetny wi. Izolované ordinaly jsou napi. 0, 1, 2, w + 1, w + 2, w? + 4 aj.; limitni napf¥. w,
w -2, w? w¥ aj. Pro ordinaly pouzivame proménné a, 3,7, . ..



3.2 Dobre usporadané mnoziny

Tvrzeni: Kazda neprazdnéd mnozina ordinalti ma nejmensi prvek.

Ditkaz: Bud A neprazdnéd mnozina ordinalii. UkaZeme, Ze nejmensi naslednik 4 mnoziny ordinalt
B ={3€0rd | (Vae A)(f < a)}, jenz existuje dle vytvorujiciho principu z §3.1, je i nejmensim
prvkem A. Dle definice B jsou prvky A striktnimi majorantami B a ze vSech striktnich majorant
mnoziny B je v nejmensi. Pfitom v € A, jinak by nebylo rovno zadnému prvku A, a spliiovalo by tak
podminku nalezeni do B, tedy by nebylo striktni majorantou B (spor). O

Dobra usporadani. Uspofddanim, v nichz kazd& neprazdnd mnozina méa nejmensi prvek, se fika
dobrd. — Pozorujte:

1. 'V dobrém usporadéni jsou kazdé dva prvky porovnatelné. (Diikaz: uvazte nejmensi prvek {a, b}.)

2. V dobrém usporadani neexistuje nekoneéné klesajici posloupnost ag > a3 > as > --- (Dukaz:
mnoZina {ag, a1, ag, ...} by neméla nejmensi prvek.) S principem vybéru plati i obracens.

3. Prvky dobfe uspofadanych mnoZin lze vzestupné &islovat po fadé ordinalnimi ¢isly. (Nastin
dtikazu: na nejmensim prvku, kde by to nebylo mozné, bychom dostali spor.)

4. Tvrzeni o dobrych usporadanich lze dokazovat transfinitni indukct, tj. dokazat, ze plati-li ¢ pro
vechny predchidce «, pak plati i pro a. (Pak totiz, kdyby ¢ pro néjaké « neplatilo, vzali bychom
nejmensi takové a dostali spor.) Diikazy transfinitni indukei v praxi ¢asto rozlisuji pfipady pro
nulu, nasledniky a limitni ordinély.

Véta (Zermelo, 1904): KaZzdou mnoZzinu lze dobfe usporadat.

Nastin dikazu: Prvky dané mnoziny A oc¢islujeme ordinaly — transfinitni indukei postupné pfifazujeme
ordinalim vzdy néjaky dalsi dosud nepfifazeny prvek mnoziny A, dokud v8echny prvky mnoZziny A
nevycerpame. (Dikaz pouziva princip vybéru, srv. §2.7.) O

Ernst Zermelo

Dusledky Zermelovy véty:
1. Princip vybéru. (Dikaz: v dobrém uspofadani lze vzdy vybirat nejmensi prvky mnoZin.)
Zermelova véta je tedy s principem vybéru ekvivalentni — vzajemné ze sebe vyplyvaji.
2. Usporadani kardinalnich ¢isel podle velikosti je dobré. (Nastin dukazu: kardindlu s pfifadme
nejmensi ordinal ¢, takovy, Ze mnozinu mohutnosti x lze ocislovat predchidci ¢isla ¢,,. Kazdy
kardinal x tak lze ztotoznit s ordinalem ¢, — tzv. inicidlnim ordindlem kardinality .)

Dusledek: Vzdy A < B nebo B < A.

3. Za predpokladu platnosti principu vybéru lze tedy vSechny nekone¢né kardinaly oc¢islovat po fadé
ordinalnimi &isly. Nekoneény kardinal ¢islovany podle velikosti ordinalem « se znaéi N :

Ng <Ny <Ny < - <Nw<Nw+1 <o NG < -
Cantorovu hypotézu pak Ize formulovat i jako tvrzeni, ze J; = Ry, ¢ili ze 280 = ;.

Zobecnéna Cantorova hypotéza (GCH): 1, = R, pro v8echny ordinaly a.

Stejné jako CH je i GCH nezavisla na ostatnich principech teorie mnozin (nevyvratitelnost opét
Godel 1940 a nedokazatelnost Cohen 1963).
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3.3 Ordinalni aritmetika

Typy dobrych uspofadani. Transfinitni indukei lze ukéazat (viz §3.2), Ze prvky kazdé
dobfe usporddané mnoziny je mozno vzestupné ocislovat pravé vSemi ordinaly z intervalu
[0,a) = { € Ord | B < a} pro n&jaké ordinalni ¢islo «. Toto « je pfitom pro kazdou dobie
uspofadanou mnozinu jednoznac¢né urceno a nazyva se typ jejiho dobrého usporddani. Presnéji:

Definice: Ordinal a je typem dobrého uspoiadani < na mnoziné A, pokud existuje bijekce
F: [0,a) + A takova, Ze pro v8echny ordinaly 3, < « plati: F(3) < F(y), pravé kdyz 8 < 7.

Priklady:

e MnoZina {\/ﬁ, 7,5} C R je dobie uspotradana podle typu 3, nebot jeji prvky V2<m<5
lze vzestupné ocislovat ordinaly 0 < 1 < 2 z ordinalniho intervalu [0,3) = {0, 1, 2}.

e Mnozina A ={2-10""|n e N}U{2} ={1,1.9,1.99,1.999,...,2} ma typ w+ 1, nebot
prvkam ordinalniho intervalu [0,w + 1) = {0, 1,2,...,w} lze pfifadit prvky mnoziny A
vzestupné takto: n— 2 —-10"" pron € Na w +— 2.

Aritmetika ordinalnich ¢isel. Podobné jako pro ¢isla kardinélni, i pro ordinély se zavadéji
aritmetické operace souc¢tu, souc¢inu, mocniny aj. Pro koneéné ordinaly tyto operace souhlasi
s aritmetikou kone¢nych kardinald, tj. pFirozenych ¢&isel. Pro nekone¢né ordinaly se vSak jejich
definice i vlastnosti vyrazné lisi, prestoZe pro né pouZivime stejné znaky +, - atd.: naptiklad
pro nekonec¢né kardinaly plati x + 1 = k, zatimco pro ordinaly je vidy a+1 > «. V nekonecné
aritmetice je tudiz tfeba zietelné uvadét, zda méame na mysli operace kardinalni, nebo ordinalni
(zv1asté proto, Ze v literature se nékdy kardinal Ry rovnéz oznacuje w).

Ordinalni soucet. Soucet ordinali o + S5 je definovan jako typ dobrého usporadani, které
vznikne, polozime-li dobra usporadani typt « a 8 (v tomto poradi) ,za sebe“. Pfesnéji:
Definice: Necht A a B jsou disjunktni mnoZziny s dobrym uspofadanim < typu « resp. [.
Soucet ordinalt a + B je definovan jako typ dobrého usporddéni < na mnoziné A U B, které
souhlasi s usporadanim < na A i na B a navic a < b, kdykolia € A a b€ B.

Priklady:
e 2+3=5
Dame-li za sebe posloupnosti 2 a 3 prvki, 1ze vyslednou posloupnost o¢islovat ordinaly z intervalu
[0,5) = {0,...,4}. Pozorujte: prvek oéislovany ordinalem v je v + 1. v fad§, zatimco v je typ
mnoziny v8ech jeho pfedchiidcii; tak je tomu i u transfinitnich posloupnosti prvka.
e l+w=w

Navod: napt. pro A = {—1}, B = N najdéte vzestupné ocislovani A U B ordinaly z [0,w) = N.

o w+l#w
Navod: Uvazte, Ze mnoziny uspoiradané podle typu w, nap¥. N, nemaji posledni prvek, kdezto
mnoZziny typu w+ 1, napf. NU{+oo}, posledni prvek maji. Ujasnéte si, Ze tudiz nemize existovat
vzestupné o¢islovani mnoziny typu w + 1 pravé véemi ordinély z [0,w) = N.
Ordinalnimi ¢isly z [0,w) 1ze ovSem oéislovat pocdtecni usek mnoZiny typu w+ 1 (kdeZto naopak
nikoli), proto w + 1 > w.



Ordinalni soucin. Ordinélni sou¢in « - 8 je typ dobrého usporadani, které vznikne, kdyz
v dobrém usporadani typu 5 nahradime kazdy prvek dobrym uspotadanim typu «. (Pozor na
pofadi ¢initeld: vhodné ¢teni ordinalniho soudinu « - g je ,,a B-krat®.)

Ekvivalentné feceno, « - 5 je typem dobrého usporadani kartézského soucinu mnoziny typu 8
s mnozinou typu « v potfadi ,,po sloupcich®, tj. sefazeného podle prvni slozky a v jejim ramci
podle druhé slozky (tzv. lexikografické uspordddnt). Formalnéji:

Definice: Necht A a B jsou mnoziny s dobrym usporadanim < typu « resp. . Soudin
ordinali « - B8 je definovan jako typ dobrého usporadani kartézského soucinu B x A, v némz
klademe (a,b) < (a’, V'), pravé kdyz a < o’ V (a = o’ & b < V') pro vSechna a,a’ € A, b,b' € B.

Priklady:
e w-2=w+w, kdezto 2w = w (rozmyslete podle definice).

o (wW+1l)-2=w-2+1,kdezto 2- (w+1) =w+ 2.

Pozorujte: (w+1)-2=(w+1)+(w+1)=w+(14+w)+1l=w+w+1=w-2+1; oproti tomu
2-(w+l)=2-w+2-1=w+2.

Zakony ordinalni aritmetiky. VySetfenim typu prislusné mnoziny nebo transfinitni in-
dukeci 1ze dokézat napf. tyto obecné vlastnosti ordinalnich operaci:

1. Asociativita: (a+B8)+y=a+ (B+7), (a-p)-vy=a-(8-7)
Komutativita neplati: 1+w=w#w+1, 2 - w=w#wt+w=w-2.

2. Distributivita zleva: o (B+7v)=a-B+a-v
Distributivita zprava neplati: (1+1) - w=2 - w=w#wt+w=w-(1+1).

3. Monotonie: Pokud o < o, pak:

a+p<ad+p B+a<p+d
a-f<a-p B-a<p-d

Levé monotonie nelze zesilit na striktni, napt. 1l +w=24+wal-w=2- w.
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6. Teorie mnozZin a logika

6.1 Formalni dikazy tvrzeni o mnozinach

Mnozinové pojmy z pohledu formalni logiky:
e Symbol € je binarnim predikiatem (zvanym predikdt ndlezent).
e Zapis x € A je atomickou formuli predikatové logiky. (Predikat nalezeni zapisujeme
infixové, tj. mezi jeho dva argumenty, podobné jako predikat rovnosti =.)

e Zapisy mnozinovych tvrzeni pomoci logickych symboli (§1.1), napt. (3A)(Va)—(z € A),
jsou formulemi predikatové logiky.

Pripomenime zkratky (§1.1-2): zapis « ¢ A je zkratkou za —(x € A), zapis (Vx € A)p zkratkou
za (Vz)(z € A— ¢)a (3r e A)pza (Fr)(ze A& p).

e Symboly C, =, < jsou binarni predikaty; U, N, \, X jsou binarni a &, | J, (") unarni funkéni
symboly; @ je objektova konstanta (nularni funkéni symbol).

e Proménné (z, A, A,...), konstanty (0,5,N,...) a aplikace funkénich symboli (napf.
ANB,Z(A x B),|JA apod.) jsou termy, tj. vyrazy oznacujici objekty teorie mnoZin.
Také zapis uspofadané dvojice (z,y) lze chapat jako term, jehoZ argumenty piSeme dovnitf
binarniho funkéniho symbolu zna¢eného pouhymi Spicatymi zavorkami (. ..). Podobné lze chapat
n-arni komprehenzni termy {x | ¢(x1,...,x,)} pro kazdou formuli ¢ (viz §1.2).

Formule s definovanymi mnozinovymi pojmy lze vesmés chapat jako zkratky za formule obsa-
hujici pouze predikaty nalezeni a rovnosti, napft.:

e A C B jako zkratku za (Vz)(x € A — x € B), srv. §2.1,
e X € JA jako zkratku za (JA)(A € A& X € A), srv. §2.5, atp.

Teorii mnozin tak lze chapat jako formalni teorii v predikatové logice s rovnosti a s jazykem
obsahujicim jediny primitivni predikat €. Vlastnosti mnozinovych pojmu lze pak dokazovat
z jejich definic pomoci pravidel predikatové logiky (§5). Jako dodateiné predpoklady (axi-
omy) lze pfitom pouzivat formule vyjadiujici pfijaté mnoZinové principy (napi. extenzionalitu,
viz §2.1). Priklady takovych dikazii uvedeme nize a na cvicenich.

Dikazy rovnosti a inkluze mnozin. Pozorujte: k dikazu rovnosti mnozin A = B stadi
dokazat formuli x € A <> x € B. Z ni totiz pravidlem generalizace (§5) odvodime formuli
(Vz)(z € A <> x € B), odkud z principu extenzionality (§2.1) odvodime A = B pravidlem
modus ponens (§4). Podobné k dikazu inkluze A C B staci dokazat x € A — x € B.

Diukazy logickymi tpravami formuli. Formalni dikazy mnoZinovych tvrzeni vedeme
v praxi vétSinou spiSe ekvivalentnimi logickymi tpravami (¢i fetézcem logicky platnych impli-
kaci) nez pfimym odvozovanim v kalkulu predikatové logiky (85). Pouzivame pfitom odvozené
zékony predikatové logiky (De Morganovy, prenexaci, distributivitu spojek atp.), véetné od-
voditelnych ditkazovych metod (sporem, rozborem piipadi, kontrapozici apod.). Pro fetézce
logicky platnych ekvivalenci a implikaci budeme pouzivat znaky <—, —.



Vlastnosti elementarnich mnoZinovych operaci. Elementarni mnozinové operace U, N, \ dédi
vlastnosti vyrokovych spojek, pomoci nichZ jsou definovany (viz §1.2). Z platnych vyrokovych ekviva-
lenci ¢ implikaci plynou odpovidajici mnozinové identity a inkluze.

Priklad: (AN B)U (AN B) = A, nebot vyrokové plati (ovéite!): = (p& q) V (p & —q) < p.

Dikaz. x € (ANB)U(ANB)+— (€ A&zeB)V(zecA&kar ¢ B)+—xze A O
P q P —q P

Podobné nap¥. = p & —q¢ — p, procez A\ B C A (dokaZte podrobné).

Jednoduché inkluze a identity elementarnich mnozinovych operaci se tak redukuji na vyrokovy pocet,
a tim trivializuji: lze je ovéfovat napt. tabulkovou metodou (§4) nebo Vennovymi diagramy. (Ujasnéte
si, jak poli¢ka Vennovych diagrami odpovidaji jednotlivym fadktm pravdivostnich tabulek pro vyroky
p=x€A g=zxzeB,r=xecC,s=xz€D.)V disledku toho tvori elementarni mnozinové operace
(U,N, \) 1 vyrokové spojky (V, &, —) tutéz algebraickou strukturu — Boolovu algebru.

George Boole John Venn

Priiklady formalnich dikazt. Vennovy diagramy dostacuji pouze pro dikazy identit a inkluzi ele-

nebo pomoci formalnich krokt predikatové logiky. Diivody formalizace dikazt jsou mj. strojova ovéfi-
telnost, explicitnost pfedpokladii a moZnost metamatematického zkoumani (dikazt o dokazatelnosti).
Uvedeme pouze dva priklady formalnich diikazti mnoZinovych tvrzeni (dalsi ve cvicenich):

Turzeni: ANJZB =U{ANB|B e #}.

Diikaz: Dle tvahy uvedené vy3e sta¢i dokazat formuli z € AN|UZA < =z € J{ANB | B € %}
RozepiSeme definice a provedeme ekvivalentni apravy podle zakoni predikatové logiky (viz §5):

xEAﬁU,%W—MCGA/\xGU% dle definice N (81.2)
+—2r€A& (IAB)(Be B &x < B) dle definice |J (§2.5)
+— (AB)(x € A& Be B&x €< B) prenexace (85)
+— (3B)(Be B&x e A& x € B) komutativita & (§4)
+— (3AB)(Be B &xe ANB) dle definice N (81.2)
«—ze|J{AnB|Be 2} dle definice | J (§2.5)

(V praxi je u podobnych dikazti vhodné rozepisovat definice ,,od obou koncti“ a snazit se vysledné
formule upravit na vzajemné ekvivalentni tvary.) O

Turzeni: Ax (BUC)=(Ax B)U(AxC(C).

Diikaz: Jednotlivé kroky zdavodnéte sami podle definic mnozinovych pojmi a platnych ekvivalenci
vyrokové logiky:

(a,¢) e Ax(BUC)+—a€cA&qeBUC+—acA&(qeBVqgel)«—(acA&kqgeB)V
(acA&qeC)«—(a,q) € AxBV{a,q € AxC+—(a,q) € (AxB)U(AxC). O
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6.2 Axiomaticki teorie mnozin

Naivni princip komprehenze: Kazda vlastnost ¢(z) vydéluje mnozinu {z | p(z)} téch
prvkd, které ji splhuji.

Pozorovani: Naivni princip komprehenze vede ke sporu.

Diikaz: Vidéli jsme, ze vlastnost byt mnozinou (§2.8) vydéluje vlastni t¥idy: predpoklad, ze
vydéluje mnozinu, vedl ke sporu s Cantorovou vétou.

Jednodussi diukaz — tzv. Russelliv paradox: Tiida R = {X | X ¢ X} je vlastni — dle jeji
definice je R € R <» R ¢ R, spor. O]

Bertrand Russell

Problém: Jak poznat mnozinu od vlastni t¥idy? (éekat, zda se objevi spor, je nepraktické.)

Matematici si ¢asem v&imli, Ze nékteré mnozinové konstrukce (napf. sjednoceni, potence, zéa-
ména prvku ¢i princip nekoneéna) je zatim nikdy ke sporu nedovedly.

Opatrné komprehenzni principy:

1. N je mnozina.
2. Je-li A mnozina, pak potence &(A) je mnoZina.
3. Je-li A mnozina mnoZin, pak sjednoceni | J.A je mnoZina.

4. Je-li A mnozina a ¢(z,y) formule urcujici funkei, pak {y | (3= € A)¢(x,y)} je mnozina.

v v

Dausledky opatrnych komprehenznich principt: (Dukazy = obtiZznéjsi cviceni.)

Je-li A mnozina a ¢(x) formule, pak {x € A | ¢(x)} je mnoZina.

Kone¢né mnoho libovolnych prvki zi, ..., z, tvofi mnoZinu {z1,...,z,}.
Jsou-li A, B mnoziny, pak AU B, AN B, A~ B, A X B jsou mnoziny.
Je-li A # (), pak ().A je mnoZina.

7,Q,R,R", Z(R) atp. jsou mnoziny.

A

ResSeni problému: Opatrné komprehenzni principy se zdaji dostacovat pro vétS§inu mno-
zinovych konstrukei. Spolu s mnozinovymi principy (extenzionality, fundovanosti, nekoneé¢na,
vybéru) tak mohou tvofit axiomaticky zéklad teorie mnozin.



Definice: Zermelova-Fraenkelova teorie mnozin s axiomem vgbéru (ZFC) je axiomaticka
teorie v klasické prvoradové logice s rovnosti, s jedinym bindrnim predikiatem € a axiomy:

1.

10.

Aziom extenzionality: (Vg)(¢ € x> q€y) >z =y.
Znaceni: z Cy=g (Vq)(¢€x —q€y).

. Aziom prdzdné mnoziny: (3z)(Vq)—(q € z).

Znageni: =z = 0.
Aziom dvogice:  (Vz)(Vy)(32)(Vq)(g € z <> q=z V ¢ =y).

Znaleni: z={z,y}, {z} =q {z,x}.

. Aziom sjednoceni: (Vx)(3z)(q € z +» (Ju)(g € u A u € x)).

Znaceni: z=Jz, uwUv =g J{u,v}.
Aziom potence: (Vx)(3z)(Vq)(q € z <> q C z).
Znaleni: z = P (z).
Aziom nekonecna: (32)(0 € z A (Vg)(g € 2z — qU {q} € 2)).
Schéma aziomi vydéleni: (Vx)(3z)(Vq)(q € z <> ¢ € © A ¢(q))
Znateni: z={qexz|e(q)}, zNy=a{gex]|qey}.

Schéma azxiomid nahrazeni:
(V) (Vo) (Yw) (¢ (u, v) A p(u,w) = v =w) —
(Vz)(32) (Vo) (v € z > (Fu)(u € z A Y(u,v))).

Aziom fundovanosti:  (Vz)(z # 0 — (Fu)(u € z Aunaz =0)).

Axiom vybéru:
(Vz) (D ¢z A (Vu)(Vo)(uEzAvETAu£v —unv=0) —
(32)(Vu)(u € z — (3g)(u N2z = {q})))-

Poznamky:

Axiomy ZFC zachycuji jednotlivé mnozinové principy, které byly probirany na prednésce:
1 = princip extenzionality (§1.2); 9 = princip fundovanosti (ekvivalentni formulace,
§2.7); 10 = princip vybéru (§2.7); 6 = princip nekone¢na (§2.7), 2-8 = principy opatrné
komprehenze a jejich dusledky (axiom 6 je ekvivalentni tvrzeni, Ze N je mnoZina).

7 a 8 jsou schémata axiomi: pro kazdou formuli ¢ resp. ¢ jazyka teorie mnozin z nich
dostaneme jeden axiom. (ZFC ma tedy nekonecné mnoho axiomi.)

Axiomy nejsou nezavislé: 2 plyne z 6; 3 plyne z 2+5+8; a 7 plyne z 8. K axiomatizaci
ZFC tedy staci axiomy 1, 4, 5, 6, 8, 9 a 10.

Studuji se i rizné variace ZFC (napt. ZFC + Cantorova hypotéza nebo ZF = ZFC bez
axiomu vybéru) a jiné mnozinové axiomatiky. ZFC je vSak v souCasnosti nejobvyklejsi
axiomatizaci teorie mnozin.

ZFC zna jen jeden druh objekt — mnoziny. Ostatni matematické objekty (usporadané
dvojice, ¢isla, kardinaly atp.) se v ni modeluji pomoci vhodnych mnozin.
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§6.3 Reprezentace matematickych objekti v ZFC

Problém: Jsou-li jedinymi objekty teorie ZFC mnoziny, je tfeba ostatni matematické ob-
jekty (uspofadané dvojice, ¢isla) v ZFC reprezentovat vhodnymi mnoZinami.

ReZenti:
o Usporddané dvojice (Kuratowského definice):

<l‘,y> =df {{33}, {x,y}}
Plati (dokazte): (z1,y1) = (z2,y2) <> 1 = 22 & y1 = yo.

e Pfirozend c¢isla (von Neumannova definice): Kazdé pfirozené ¢islo je ztotoZnéno s mno-
zinou svych ptredchuidct, tj.:

0=10

1= {0} = {0}

2=1{0,1} = {0,{0}}
3=1{0,1,2} = {0,{0},{0, {0}}}

atd., vzdy n+ 1 =nU{n}.

Mnozina N vSech prirozenych ¢isel je definovana jako nejmensi induktioni mnoZina, tj.
mnozinou obsahujici ) a s kazdym n obsahujici n U {n}. (Axiom nekone¢na iika, ze
existuje né&jaka induktivni mnoZina z, prinik vSech induktivnich ¢asti z pak definuje N.)

Kazimierz Kuratowski John von Neumann

e (Celd ¢isla lze definovat jako dvojice (s,n) pro s € {—1,1} a n € N, raciondlni jako
nesoudélné dvojice celych &isel, redlnd jako desetinné rozvoje ¢ili posloupnosti celych
Cisel, komplexni ¢isla jako dvojice &isel realnych.

Mnoziny Z, Q, R, C lze tedy ziskat pomoci axiomi vydéleni vhodnymi podminkami
z mnozin N2, NN a NN x NN,

e Ordindlni ¢isla o € Ord jsou ztotoznéna s mnozinami [0, «) svych piedchidci, tedy
kone¢né s pfirozenymi ¢isly, w = N, w+1 = wU{w} atd., vidy a+1 = aU{a} a limitni
A = Uyer @ (Mnozina N se proto ¢asto v matematice oznacuje i w.)

Spole¢na (uméla) podminka vydélujici t¥idu v8ech ordinéla je napf. tato: ordinalni ¢islo
je tranzitivni mnoZina « (tj. takova, ze (Vz)(z € a — & C «)) dobfe usporadana relaci €.



s v

e Kardindlni ¢isla jsou ztotoZnéna s inicidlnimi ordinély, tj. takovymi v € Ord, Ze ordinalni
interval [0, ) nelze bijektivné zobrazit na ordinélni interval [0, 3) pro zadné < a,
Kone¢né kardinaly jsou tedy ztotoZnény s koneénymi ordinaly (¢ili pfirozenymi ¢isly),
Ny = w, Ny = w; atd., vidy Ny = wq.

Ukazuje se, ze prakticky vSechny matematické pojmy lze takto reprezentovat mnozinami a je-
jich vlastnosti dokazat v teorii ZFC. Teorie mnozin ZFC tak muze slouzit jako zdkladovd teorie
pro (téméf) celou soucasnou matematiku.



