(LOTEM 2017/18, handout k §3.1)

3. Zakladni mnoZinové pojmy

3.1 Vybrané prerekvizity

Znaceni. Usporadanou dvojici prvki a, b znacime (a, by, uzavieny interval od a do b znacime

[a’ b]?

otevieny (a,b).

Ciselné obory. Predpokladame znalost b&Znych pojmi stiedoskolské matematiky, zejména
néasledujicich ¢iselnych obori a jejich aritmetiky:

Prirozend ¢isla 0,1,2,3,...

Cislo 0 budeme vzdy zahrnovat mezi pFirozena &isla. Pro tvrzeni o prirozenych ¢islech
predpokladame znalost metody dtkazu matematickou indukeci.

Celd cisla, tj. ¢isla prirozena spolu s celymi zapornymi ¢isly —1,—2, ...

Raciondlnt ¢isla definujeme jako zkracené celo¢iselné zlomky s nenulovym jmenovatelem.

Redlnd ¢isla ndam postaci chapat jako nekoneéné desetinné rozvoje, s touto vyhradou:

ProtoZe néktera realna ¢isla maji dva desetinné rozvoje (napi. 1,0000... = 0,9999...),
pro zachovani jednoznac¢nosti vyloucime rozvoje s koncovou periodou 9. Podobné pro
Ciselné soustavy o jiném zakladu — napf. ¢islo 2/3 ztotozhujeme s trojkovym rozvojem
0,2000. .. a vylu¢ujeme rozvoj 0,1222...

Realné ¢isla jsou soutadnicemi bodt v eukleidovskych prostorech, tj. jsou v jednoznacéné
korespondenci s body pfimky, jejich usporadané dvojice s body roviny atd.

Komplexni ¢isla mizeme ztotoznit s usporddanymi dvojicemi &isel redlnych.

Algebraickd ¢isla jsou (komplexni) kofeny celo¢iselnych polynom.
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3.2 Pojem mnoziny

Pocatky teorie mnoZin. Studium mnozin bylo motivovano potfebou matematické analyzy
zkoumat stéle slozitéjsi ¢asti realné primky (obory spojitosti trigonometrickych rozvoji apod.).
Pojem mnoziny zavedl Bernard Bolzano (kniha Paradoxy nekone¢na, vyd. 1851), systematicky
jej zacal zkoumat Georg Cantor od roku 1873.

Bernard Bolzano Georg Cantor

Cantorova definice mnoziny. Zpocatku budeme vychazet z Cantorovy neforméalni definice
mnoziny (1895):

»,2Mnozinou“ rozumime souhrn M konkrétnich rozlisenych objektii naseho vniméni
nebo mysleni (jez budeme nazyvat ,prvky“ M) v jeden celek.
Priklady mnozin:
e Mnozina N vSech pfirozenych ¢&isel; Z v8ech celych ¢isel; Q v8ech racionélnich ¢isel;

R v8ech realnych &isel; C vSech komplexnich &isel.

e Interval [a,b] definujeme jako mnoZinu vSech realnych &isel x takovych, ze a < z < b.
Geometrické utvary chapeme jako mnoziny bod.

Nalezeni prvku do mnozZiny.
e Zapis x € A vyjadiuje, Ze x je prvkem mnoziny A. Piiklady: 3 € N, 7 € R.
e Zapis x ¢ A vyjadiuje, Ze = neni prvkem mnoziny A. Priklady: —1 ¢ N, v/2 ¢ Q.

Z hlediska logiky je € binarni predikat, zvany predikdt ndleZend. Zapis x ¢ A lze chapat jako zkratku
za —(xz € A).

Principy teorie mnozin. Cantorova definice je jen vychozim vymezenim pojmu mnoziny,
které bude tfeba v nékolika ohledech upfesnit. Tato upfesnéni budeme nazyvat mnozinovymi

Principy.

Princip dvojhodnotovosti. V klasické teorii mnozin uvazujeme pouze takové mnoziny A,
ze pro vSechny prvky x plati bud x € A, nebo x ¢ A. (Téz nazyvano princip bivalence.)

Za mnoziny tedy nepovaZzujeme napf¥. vagné vymezené souhrny s nejasnou hranici (souhrn vSech vyso-
kyich lidi, vSech malgch &isel apod.), souhrny paradoxni (jako je souhrn A vSech objektt, které nejsou
prvkem A) atp. Témi se zabyvaji rizné neklasické teorie mnozin (napf. teorie fuzzy mnozin); v tomto
kurzu se vSak omezime na klasickou (,,Cantorovu®) teorii mnozin.



Princip extenzionality. Mnoziny povazujeme za urc¢ené svymi prvky. Tzn. mé-li mnoZina A
tytéz prvky jako mnozina B (bez ohledu na potadi, zptisob zadani apod.), jde o tutéz mnozinu
A = B (tentyz souhrn prvki).

Formélné: (Vz)(zr € A<z € B) - A= B.
Priklad: {z e R |22 -1 <0} ={z e R| Y0, |z|* < +o0}
Uvédomte si: opa¢na implikace k principu extenzionality plyne z logickych axiomt rovnosti.

Dusledek:

e K dukazu A = B staci ukazat, ze pro kterykoli prvek z je x € A <+ x € B (ekvivalence,
ne implikace!). Priklad: R = (—00,+00), nebot z € R <> —o0 < z < 400.

e K dukazu nerovnosti dvou mnozin staci najit prvek jedné z nich, ktery neni prvkem té

druhé. Piiklad: R # Q, nebot v/2 € R, ale v/2 ¢ Q.

Komprehenzni termy.

e Mnozinu, do které nalezeji pravé prvky aq, ..., a,, zna¢ime {aq,...,an}.

Jsou-li prvky mnoziny ¢leny pravidelné posloupnosti, miizeme to vyznacit trojteckou,
napi. N={0,1,2,3,...}.

e Mnozinu pravé téch prvka z, které maji vlastnost ®, znac¢ime {x | ®}; napi.:

{2,4,6,8,...} ={2n|n e N & n > 0};
{ai,...;an} ={z|z=a1 V...V 2 =a,}.
Pozorujte: z € {z | ®(x)} <> ®(2).
Misto {x | v € A & U} lze psat strucnéji {z € A | ¥}, napi. N={z € Z | z > 0}.

Cviceni:

1. Muze jeden komprehenzni term oznacovat dvé rizné mnoziny? Mohou dva rizné kom-
prehenzni termy oznacovat tutéz mnozinu?

2. Dokazte (zduvodnéte vzdy oba sméry ekvivalence):
() {a,b) = {ab,c} > (a=cV b =0)
(b) {La} £ {2} & (@ £2V 2 £1).

3. Dokazte, ze mnoZina vSech kofent polynomi s celo¢iselnymi koeficienty je rovna mnozing vSech

kofenti polynomu s racionédlnimi koeficienty.

4. Dokazte, nebo vyvratte: {2n |n e N& n > 1} = {p+ ¢ | p,q prvocisla}. (Reste az po vyfeseni
v8ech ostatnich tloh.)
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3.3 Elementarni teorie mnozin
Inkluze. Rikéme, Ze mnozina A je podmnoZinou (téz: ¢ast?) mnoziny B a piSeme A C B,
jestlize kazdy prvek mnoziny A je zaroven prvkem mnoziny B. Formalné:
ACB=y4 (Vo)(xr € A— 2z € B).

Vztah C nazyvame inkluze. Zapis ~(A C B) zkracujeme A ¢ B. Vztah A C B & A # B byva
zapisovan A C B ¢i A & B a hovofime o ostré inkluzi a vlastni podmnoziné.

Inkluze a nalezeni. Inkluzi a néleZeni je tfeba peclivé rozliSovat: nélezeni je vztah prvku
a mnoziny (do které patii), inkluze je vztah dvou mnozin (dany nélezenim prvku). Ptiklady:

e Cislo 7 je prvkem, ale nikoli ¢asti mnoziny R (je to realné ¢islo, nikoli mnoZina realnych

¢isel). Symbolicky: m € R, ale 7 € R.

e Mnozina N je ¢asti, ale nikoli prvkem mmnoziny Z (kazdé pfirozené cislo je celé, ale
mnozina vSech prirozenych ¢isel neni celé ¢islo). Symbolicky: N C Z, ale N ¢ Z.

Vlastnosti inkluze.

1.ACA
2. ACB&BCC 3 ACC
3. \ACB&BCA—A=DB

Dikaz:
1. Kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny A, tedy A C A.

2. Necht A C B a B C C. Pak kazdé x € A musi byt i prvkem B (nebot A C B), a tedy
i prvkem C' (nebot B C (). Dle definice tedy A C C.

3. Podle predpokladu A C B & B C A je kazdy prvek mnoziny A i prvkem mnoziny B
a kazdy prvek mnoziny B i prvkem mnoziny A. Ob& mnoziny tudiz maji stejné prvky,
podle principu extenzionality jsou tedy totozné. O

Inkluze a rovnost. Podle 3. vlastnosti inkluze staci k dikazu rovnosti dvou mnozin dokazat
oba sméry inkluze. K tomu pfitom podle principu extenzionality sta¢i ukizat, Ze libovolné
zvoleny prvek jedné mnoziny je i prvkem druhé a naopak; to je ¢astd metoda dikazu rovnosti
¢i jednoznac¢nosti mnozin v celé matematice (nejen v teorii mnozin).

Prazdna mnozina. Mnozinu, kterd nemé zadné prvky, nazyvame prdazdnou mnozZinou a ozna-
¢ujeme ). Pitklad: {z € R | 22 = -1} = 0.

Protoze # = x je logicky axiom, lze () definovat napf. jako mnozinu {z |  # z}. Z principu
extenzionality plyne, Ze existuje jedind prazdna mnozina (zdtvodnéte!). Prazdna mnozina neni
totéZ, co ,nic“: spiSe ji lze pfirovnat k ,,prazdné prihradce”, ,prazdnému mésci® atp.

Tvrzend: Prazdna mnozina je ¢asti kazdé mnoziny: () C A. (Dokazte.)



Jednoprvkové mnoziny. V teorii mnozin je tfeba peclivé rozlisovat prvek x od jednoprov-
kové mnoZiny {x}. Jednoprvkovym mnozinam se téz fika singletony (angl., ¢esky slangové).

Priklad: 7 je rediné cislo, kdezto singleton {7} je mnoZina (redlnych ¢isel, shodou okolnosti
s jedinym prvkem); 7 € R, ale {w} ¢ R. (Je viak {7} C R.) Plati 7 € {n}, ale # € {m}.

Tvrzeni: {a} = {b}, pravé kdyz a = b. (Zdivodnéte.)

Elementarni mnoZinové operace. Definujeme sjednocend, prinik a rozdil mnozin A, B:

AUB =g {x |z € AVzeB}, tjj € AUB+ € AVuzceB,
ANB=g {x |z € A&z e B}, tj. r€eANB+rxecA&ze B,
ANB=4{z|z€cA&x¢ B}, tj tcA~BwrxcA&kar¢B.

Je-li B C A, fiké se rozdilu A \ B také dopinék B do A.

Priklad: Mnozinu vSech iracionélnich ¢&isel definujeme jako R ~\ Q.

Maji-li mnoziny A a B prazdny prunik, fikame, Ze jsou disjunktni. P¥iklady: [0, 1] a [2, 3] jsou
disjunktni intervaly; Z je disjunktni s R \ Q.

Vlastnosti elementarnich mnozinovych operaci. Elementarni mnozinové operace dédi
vlastnosti vyrokovych spojek, jimiz jsou definovany. Z platnych vyrokovych ekvivalenci plynou
odpovidajici mnoZinové identity (a z implikaci odpovidajici inkluze).

Priklad: (AN B)U (A \ B) = A, nebot vyrokové plati (ovéite!): = (p& q) V (p & —q) < p.

Dikaz. v € (ANB)U(ANB)«— (z€A&kxzeB)V(rcA&kax¢B

p q p -q p

)+—xz €A O
N——

Podobné napft. = p & —q¢ — p, pro¢ez A~ B C A (dokazte podrobné).
Tato pozorovani lze zobecnit a dokazat indukci dle stavby vyrokovych formuli. Inkluze a iden-
tity elementarnich mnozinovych operaci se tak redukuji na vyrokovy pocet, a tim trivializuji:
lze je ovéfovat napf. tabulkovou metodou nebo Vennovymi diagramy. Netrividlni partie teorie
mnozin se tykaji hlavné situaci, kdy uvazujeme nejen mnoziny prvki, ale i mnoziny mnozin.
Cvicenti:

1. Urcete, ktera tvrzeni plati: 5 € {5}, 5 C {5}, {6} € N, {5} CN.

2. Dokazte:

(a) XCANB+ XCAAXCB;
(b)) XCAVXCB—-XCAUB.

Najdéte protipiiklad k obracené implikaci v (b).
3. Dokazte distributivni a De Morganovy zékony:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), X~ (AUB)=
AU(BNC)=(AUB)N(AUC), X~ (ANB)=(X~A)U (X~ B).

|
<

/
=
>
<

/
Sy
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3.4 Mnoziny mnoZin

Mnoziny jako prvky mnozin. Dle Cantorovy definice je mnozina souhrnem prvki v jeden
celek, tedy konkrétnim rozliSenym objektem naSeho mySleni. Podle téZze definice proto muze
byt prvkem dalsich mnozin.

Priklady: mnozina v8ech podmnozin R, mnozina vSech realnych intervalil, mnozina vsech dvou-
prvkovych mnozin prirozenych ¢&isel atp.

Nalezeni do prvku mnoziny. Vedle néleZeni a inkluze je také tfeba peclivé rozliSovat
nalezeni do mnoZiny od nalezeni do prvku mnoZiny.

e Prvek prvku mnoziny A nemusi byt prvkem A. Pfiklad: Necht A = {{1,2,3},{3,4,5}}.
Pak 1 ¢ A; pouze 1 € {1,2,3} € A. Pozorujte: {1,2,3} neni ¢asti, nybrz prvkem A.

e Prvek mnoziny muze byt zaroven jeji casti. Pitklad: ) € {0} a také 0 C {0}. (Rozlisujte:
0 #{0} # {{0}} - zdivodnéte!) Pozorujte: @ i {Q} jsou zaroven prvkem i ¢asti {(), {0}}.

Potenéni mnozina. MnoZina v8ech podmnozin mnoZiny A se nazyva potenci mnoziny A

a znali se Z(A). Formalné: P (A) =4 {X | X C A}.

Priklady:
o Z({a,b}) ={0,{a},{b},{a,b}}.
e Jsou-li ay,...,a, vzajemné razné, pak & ({ai,...,an}) ma 2" prvka (zdiavodnéte!).

o Z({a}) ={0.{a}}, 2(0) = {0}, 2(2(0)) = 7({0}) = {0,{0}}.
o Z(Z)={X|X CZ} je mnozina viech mnozin celych &isel, obdobné Z(R), Z(Z(N))
atp.

Vlastnosti potence.
1. Z(A) C #(B), pravé kdyz A C B.
2. Z(ANB)=Z(A)NX(B), ZA)UPB)C XAUB)
Drikaz:
1. Necht Z(A) C Z(B), tj. (VX)(X € A — X C B). Specialné tedy:
(Vz)({z} € A — {z} C B), tj. AC B.
——— ————
€A —zEB
Naopak, necht A C B. Pak pro libovolnou mnozinu X dostavame: X € F(A) «—
XCACB— XCB+ X e PB); tedy P(A) C P(B).

2. X e PANB) ¢+ XCANBELYXCANXC B+
+— X e PANXePB)+— XePANAB).

Druhé tvrzeni dokazte obdobné (k obracené inkluzi najdéte protiptiklad). O



Sjednoceni a prinik mnoZiny mnoZzin.

Sjednoceni mnoZziny mnozin &/ je mnozina vSech prvki, které nalezi alespori jednomu prvku
mnoziny /. Znaceni: | J <.

Prinik mnoziny mnozin & je mnozina vSech prvki, které nalezi vSem prvkim mnoziny <.
Znageni: (] </. Forméalné:

velJo# o GA)(Aca nzecd), b | =a{r|(EAcH)(zcA)}
ze(o & (VA(Aeod sacA), tj [\ =a{x|(VAe o)(zc A)}

Casté znacent: U A; =q¢ U{Al |iel}, U A; =ar U{Al | « € N}, obdobné pro ().
il i=0

Vlastnosti sjednoceni a prtniku.
1. U{A,B} = AUB, ({A,B}=AnB, UJ{4A}=N{A}=4, U0=U{0}=N{0} =10
2. Jestlize A € o/, pak (& CAC|J .
Jestlize 0 # o7 C B, pak Jo# CUB aB (.
3. UZ(A) =4, NZA) =10, MQQ(U%)
4. AnUB=U{ANB|BeB}, ANUAB=({A\B|BceH}
AUNB=({AuB|Be#B}, A~NZ=U{A\B|Bec A}
Diikaz. Dokézeme jen prvni ¢ast tvrzeni 4, ostatni dokaZzte sami z definic.
:UEU{AﬁB]Be%}MxEAﬁBpronéjakouBeg@
+—xz € ANz e B prongjakou B € A
<—>:E€AA$€U%<—>J:€AHU9S’. O

Nefundované mnoziny. MuZe byt mnozina svym vlastnim prvkem, napf. X = {X} &Y = {a,Y}?
Aparat teorie mnozin pro takové mnoziny funguje dobfe, lze ale proti nim mit konceptudlni namitky:
shrnujeme v jeden celek prvky, které jsou teprve timto shrnutim vytvafeny. Tutéz vyhradu lze mit
i vad cyklim nalezeni jako X = {{{X}}} a nekonetnym sestupiim néalezeni, nap¥. {{{{... ... 3332
Jako dalsi vyjasnéni Cantorovy definice se proto ¢asto pfijima princip fundovanosti, ktery je vylucuje.

Princip fundovanosti. Mnoziny museji byt fundované, tj. vztahem naleZeni € z nich ne-
ziskdme Zadnou nekone¢nou sestupnou posloupnost 4 3 X; 5 X9 5 X35 ... (v¢. cyklu).

Tj. sestupem podle € musime v kazdé cesté dfive ¢i pozdé&ji narazit na prvek, ktery jiz nemé prvky
(¢ili na () nebo na urelement = prvek, ktery neni mnozinou). Alternativni nazev: princip regularity.
Cvicenti:

1. Oznatme Ag = {0, {0}}. Urcete vyctem prvkia: Z(As), |J Az, ) A2

2. Jestlize X € o, pak o € £(X). Dokazte.

3. Dokazte: AU U B = U{A UB | B € %}, a obdobné pro prunik.

4. V teorii mnozin bez principu fundovanosti m&me X = {{a}, X}. Urcete: 2(X), JX, NX.
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3.5 Relace

Kartézsky souéin. Kartézskyj soucin dvou mnozin A, B je mnoZzina v8ech uspofadanych
dvojic (a,b) takovych, ze a € A a b € B. Znaceni: A x B.

Kartézsky sou¢in n mnozin Ay, ..., A, je mnozina viech uspofadanych n-tic (a1, ...,a,) ta-
kovych, ze a1 € A1, ..., an € A,. Znaceni: A} X --- X A,. Formélné:

AXB:df{<a,b>|aEAAb€B}
Ay X oo x Ay =qr {{a1,...,an) |a1 € Ay Ao Nay € Ay}

Je-li Ay = Ay = --- = A, hovofime o kartézské mocninég A" =4 A x --- x A. Piiklad:
R? =R x R (srv. kartézskou soustavu soufadnic v roving).

René Descartes (Cartesius)

Vlastnosti kartézského souéinu. (Tvrzeni 3.-5. plati i pro opa¢né poradi ¢initeld.)
1. Ax0=0xA=0, AxB=0-A=0vB=0
2. AxB=CxD#,jenkdyz A=C aB=D.
3. ACB—-AxCCBxC(C

4. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C), Ax(BNC)=(AxB)~(AxC(0),
Ax (BNC)=(AxB)Nn(AxC)

5. AxU#B=U{AxB|Be#B}), AxN#={AxB|BcH}
Dikaz. Dokadzeme pouze néktera tvrzeni, ostatni dokazte podobné sami.

2. Necht (xg,y0) € Ax B = C x D; tedy zg € A, yo € B a také xy € C, yg € D. Pak:
rE€A+—r€EANY €B<+— (x,y0) € AX B <+— (x,y9) € CxD+—xzeCA
Yo € D «— x € C; tedy A = C. Obdobné B = D. (Zduvodnéte vSechny kroky dikazu!)

4. (a,z) € Ax (BUC)+—a€ ANz e BUC+—acAN(xeBVzel)+—
(ae ANz eB)V(ae ANz el)+— (a,z) € AX BV {(a,z) € AxC +— (a,x) €
(Ax B)U(AxC). O



Relace. Binarni relace je vztah mezi dvéma objekty (n-arni relace je vztah mezi n objekty).
Priklady:
e Vztah < mezi realnymi &isly: 5 < 6, m £ v/2.
o Délitelnost (mezi celymi ¢isly): 5 | 125, 6 1 10.
Rovnost (¢isel, objekti, mnozin): 1 =1, [0, +00) # (—g,+g).
Inkluze (vztah dvou mnozin): § C {0}, R ¢ Z.
Relace nélezeni (vztah prvku a mnoziny): 5 € R, {—1} ¢ Z(N).

e Piiklad ternarni relace: ,,C lezi mezi A a B“.

MnoZinové lze relace modelovat jako mnoziny uspofadanych dvojic (resp. n-tic) objekti, kam
zafadime pravé ty dvojice (n-tice), které jsou v daném vztahu (relaci).

Priklad: Relaci < mezi redlnymi &isly ztotoznime s mnozinou R< = {(z,y) e R x R | z < y}.
Pozorujte: R< C R x R.

Definice: Bindrni relaci z mnoziny A do mnoziny B rozumime jakoukoli podmnozinu kartéz-
ského sou¢inu A x B. (Je-li A = B, mluvime o relaci na mnoziné A.)

Formalné: R C A x B (n-arni: R C A; x --- x A,,). Relace na mnoziné: R C A? (& R C A").
Znageni: (a,b) € R piSeme téz Rxy ¢i zRy.
Vyznacné obecné priklady:
e Identita na mnoziné A je relace Ids = {(a,b) € A? | a = b}.
e Relace inverzni k relaci R C A x B je relace R™! = {(b,a) | Rab} C B x A; napt.
<=2
e Prdzdnd relace ) C A x B; napt. {(z,y) € R? | |z — y| = +o0} = 0 C R2.
Plnd relace A x B C A x B; napi. {(z,y) € R? | |z — y| < +o0} = R? C R,
Vsimnéte si: relaci z A do B ztotoziiujeme s mnozinou usporadanych dvojic z A x B, tj. jejim grafem.

To je mnozinové (extenzionalni) pojeti relaci — ztotozitujeme relace, které maji stejny graf, bez ohledu
na zptisob jejich zadani (predpis), napi. {(z,y) € R? | 2* = y*} = {{z,y) € R? | |z| = |y|}.

Kvili principu bivalence (§3.2) uvazujeme v klasické teorii mnoZin pouze dvouhodnotové (ano—ne)
relace, kdy vztah bud plati, nebo neplati. Vztahy, jez mohou platit ve v&t$i ¢ mensi mite (napf. ,éisla
x,y jsou si blizkd*), je tfeba zpFesnit na dvojhodnotové (napf. |z —y| < 0,1); pFipadné je 1ze modelovat
funkcemi: napf. definovat stupen blizkosti jako B(z,y) = 1/(1 + |z — y|).
Cviceni:
1. Dokazte (ANB) x (CND) = (AxC)N (B x D). (Plati totéz pro U & \7 Které¢ inkluze?)
2. Mnoziny {0} x A a {1} x B jsou vzdy disjunktni. Zdiavodnéte.

3. Je-li R binarni relace na A, pak R = R~!, pravé kdyz R C Id4. Dokazte.
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Elementarni vlastnosti binarnich relaci na mnoziné. Necht R C A2. Rekneme, Ze:
e R je reflexivni, kdyz (Vx € A)Rxx.
Ekvivalentné: kdyz Id4 C R. Piiklady: =, <, >, C, | (délitelnost) aj.
e R je symetrickd, kdyz (Vx,y € A)(Rxy — Ryz).
Ekvivalentné: kdyz R~! C R (nebo také, kdyz R~! = R — zdtvodnéte!).

~

Priklady: =, =,, (kongruence modulo n), = (shodnost geometrickych tatvari) aj.
e R je tranzitivni, kdyz (Vx,y,z € A)(Rxy A Ryz — Rxz).
Priklady: =, <, >, <, >, C, |, =p, &, ~ (podobnost geometrickych ttvari) aj.
e R je antisymetrickd, kdyz (Vx,y € A)(Rxy A Ryx — x = y).
Ekvivalentné: kdyz RN R~ C Id4. Pitklady: =, <, >, <, >, C, | na N (na Z ne) aj.

Relace ekvivalence. Binarni relaci na A, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni, na-
zyvame relaci ekvivalence (kratce: ekvivalenci) na A.

Priklady: =, =,, &, ~ aj.

TrFidy ekvivalence. Pro ekvivalenci R na A a z € A nazveme mnozinu [z|r =4r {y | Rxy}
tridou ekvivalence prvku zx.
Piiklady: [z]_ = {2}, [, = {...,—4,-1,2,5,8,11,...}.

Twvrzeni: Ruzné tiidy ekvivalence R jsou vzajemné disjunktni (tj. maji prazdny prunik).

Diikaz: Necht y je v jiné t¥idé ekvivalence nez = a necht z € [z]g N [y]g. Pak Rzz A Ryz, ze
symetrie R tedy také Rzy; z tranzitivity R tudiz Rzy, tj. y € [x]r — spor. O

Diisledek: Ttidy ekvivalence tvoii rozklad mnoZiny A (znafeny A/R =q4¢ {[z]r | x € A}).
Priklady: A/Idg = {{z} |z € A}, N/=2 = {{0,2,4,6,...},{1,3,5,7,...} }.

Fakt: Ekvivalence a rozklady na A si vzajemné odpovidaji: ekvivalence urcuje t¥idy rozkladu
dle definice vyse, rozklad urc¢uje ekvivalenci ,nalezet stejné parketé rozkladu* (rozmyslete).

Relace usporadani. Binarni relaci R na A, ktera je reflexivni, tranzitivni a antisymetrick,
nazyvame (éastecnym) usporaddanim mnoziny A.
Plati-li navic (Va,y € A)(Rzy V Ryx), mluvime o linedrnim uspofadani.
Priklady:
e < je usporadani na R a C je usporadani na Z(A).
e < je linearni na R. Ma-li A aspoi dva rizné prvky, pak C neni linedrni na &2(A).
e = je usporadani (v némz jsou v8echny prvky neporovnatelné).
e Relace <, > (napf. na R) nejsou usporadanimi podle uvedené definice, ktera je Sita na

miru neostrym usporadanim jako <, C. Od neostrych usporadani se ale ostré relace <, >
ligf jen o identitu: < = <\ Idr a naopak, < = < U Idg.



Nejmensi a nejvétsi prvek mnoziny v usporadani. Necht < je libovolné ¢astecné uspo-
radani mnoziny X a necht A C X. Rekneme, Ze:

e a € A je nejmensi prvek mnoziny A v usporadani <, kdyz (Vz € A)(a < z).

e a € A je nejuétsi prvek mnoziny A v usporadani <, kdyz (Vz € A)(z < a).
Priklady:

e V uspofadéni realnych &isel podle velikosti:

— Interval [5,10] ma nejmensi prvek 5 a nejvétsi 10.

— Polouzavieny interval (5, 10] mé nejvétsi prvek 10, ale nema nejmensi prvek (pro¢?).

— N ma nejmensi prvek 0, ale nema nejvétsi prvek. Mnozina R nemé nejmensi ani
nejvetsi prvek.

o #(A) ma v usporadani inkluzi nejmensi prvek () a nejvétsi prvek A (zdiavodnéte).

e Je-li R uspofadani, pak R™! je také uspofadani. Je-li a nejmensi prvek mnoziny A
v uspofadani R, pak a je nejvétsi prvek A v usporddani R~!. (Rozmyslete podle definic.)

Turzeni: Nejmensi prvek, pokud existuje, je uréen jednoznacéné. (TotéZz pro nejvétsi prvek.)
Diikaz: Necht a,a’ jsou nejmensimi prvky A. Pak dle definice a < @/, a’ < a, tedy (antisyme-
trie) a = d’. O
Cviceni:

1. Necht S je pevné zvoleny bod roviny. Uvazujme binarni relaci ® mezi body roviny
definovanou tak, ze A ® B, pravé kdyz |SA| = |SB], tj. pravé kdyz A, B maji stejnou
vzdalenost od bodu S. Ovéite, Ze ® je relaci ekvivalence v roviné, a urcete rozklad roviny
na tfidy ekvivalence podle ®.

2. Najdéte nejmensi a nejvétsi prvky (pokud existuji):
a) mnoziny {—— | n € N} v usporadani realnych ¢&isel podle velikosti;
v { p \ p
(b) mnoziny N v uspotradéani délitelnosti;
(¢) mnoziny vSech relaci ekvivalence na dané mnoziné A v uspofadani inkluzi.

3. Ktera pfirozena ¢isla maji mnozinu vSech svych délitela linedrné usporddanou relaci
délitelnosti?
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3.6 Funkce
Zobrazeni. Relace FF C A x B je:

e 2o0brazeni, kdyz (Vo € A)(Vy,y' € B)(Fey A Fay' — y = ¢'), tj. kdyz kazdy vzor ma
nejvyse jeden obraz;

e totdlni, kdyz (Vz € A)(Jy € B)Fxy, tj. kdyz kazdy vzor méa aspon jeden obraz;

o surjektioni, kdyz (Vy € B)(Jz € A)Fzy, tj. kdyZ kazdy obraz méa aspon jeden vzor (¢ili
kdyz F~! je totélni);

o injektioni, kdyz (Vx,2’ € A)(Vy € B)(Fzy A F2'y — x = 2/), tj. kdyZz kazdy obraz ma
nejvyse jeden vzor (neboli kdyz F~! je zobrazeni);

e bijekce, je-li totalnim injektivnim a surjektivnim zobrazenim, tj. kdyz kazdy vzor ma
pravé jeden obraz a kazdy obraz mé pravé jeden vzor.

Terminologie:

e Zobrazenim se také 1ika cdstecné (¢i parcidlni) funkce a mluvi se o zobrazeni z A do B.

e Totalni zobrazeni se téZ nazyvaji totdlni funkce Ci prosté funkce a mluvi se o zobrazeni
(celé) mnoziny A do B.

e Surjektivni zobrazeni se téZ oznacuji jako surjekce a mluvi se o zobrazeni na B.

e Injektivnim zobrazenim se téz rik& prostd zobrazeni ¢i struc¢né injekce.

e Bijekce se téz oznacuji jako vzdjemné jednoznacnd zobrazeni mezi mnozinami A a B.
Zmacent:

e Je-li F zobrazeni, pak Fzy lze psat i jako y = F(x) nebo F: z — y.

e Fakt, ze F' je totalni zobrazeni A do B, se zapisuje jako F': A — B.

e Fakt, Ze F' je bijekce mezi A a B, zapisujeme F': A < B.

e V praxi se funkce obvykle vyjadiuji funkénimi piedpisy, napt. F(z) = 22 & F: x + 2?
(musi byt ovSem znam obor hodnot z). Funkénimi pfedpisy funkce ¢asto i oznac¢ujeme,
napf. funkei sin 2z minime zobrazeni {(z,sin2zx) | x € R}.

Priklady:

e Mezi zobrazenimiz R do R je 1/z ¢astecna funkce, 22 totalni funkce, tg castecna surjekee,
arctg totalni injekce a 23 bijekce.

e Prazdna relace ) je prostym zobrazenim z libovolné A do libovolné B. Je také totalni
funkci z () do libovolné mnoziny A, tj. 0: 0 — A, a bijekei 0: () <> 0.

e Identita je bijekci kazdé mnoziny na sebe samu, Ids: A + A.

e Funkce F': N — A lze ztotoznit s posloupnostmi prvki mnoziny A. Napf. kazda funkce
F: N — R vzajemné jednozna¢né odpovida posloupnosti realnych ¢isel F(0), F/(1),...



Obraz mnoziny v zobrazeni. Bud F: A — Ba X C A Mnozinu{y € B | (3z € X)Fzy}
nazyvame obraz mnoziny X v zobrazeni F' a zna¢ime F[X].

Pozorujte: Injekce F': A — B je bijekci F': A <> F[A].
Skladani funkci. SloZenim funkci F: A —- Ba G: B — C je funkce FoG: A — C takova,
ze (F oG)(x) = G(F(x)) pro kazdé = € A.
Formélné: F'o G =g; {(z,2) € Ax C | z=G(F(x))}.
Znaceni: také GF, tj. GF(z) = G(F(z)). (Pozor: néktefi autofi pisi téz F' o G jako G o F'.)
Priklad: sin 2z = 2z osin (tj. pro F: x — 2x a G: y +— siny je F o G: x > sin2x).
Tvrzeni: Necht F: A—>BaG: B—C.

1. Jsou-li F, G prosté zobrazeni, pak také GF' je prosté.

2. Jsou-li F,G surjektivni, pak také GF je surjektivni.

3. Jsou-li F,G bijekce, pak je i GF bijekce.
Diikaz.

1. GF(z) = GF(2') +— G(F(z)) = G(F(2')) — F(x) = F(2') — x = 2/. (Zdtvodnéte
jednotlivé kroky z definic a predpokladi.)

2. Vezméme z € C. Funkce G je surjektivni, tedy z = G(y) pro néjaké y € B. Funkce F je
také surjektivni, tedy y = F'(x) pro néjaké x € A. Tudiz z = G(F(z)) pro néjaké = € A.

3. Je dusledkem tvrzeni 1 a 2. O

Kartézska mocnina. Kartézskd mocnina AP je mnozina vech funkei F: B — A.
Formalné: AP =4 {F | F: B — A}. Priklady:
e RR = {F | F: R — R} je mnozina viech totalnich realnych funkci redlné proménné.
e RY = {F| F: N — R} je mnozina viech posloupnosti realnych ¢isel F(0), F(1), F(2)...
o AY = {0}, nebot jedina funkce F': ) — A je prazdné funkce F = (). Specialng 0? = {0}.

e )4 =0 pro A # (), nebot neexistuje zadna totalni funkce F': A — (§ (zdtivodnéte).

Cviceni:
1. Pro funkce cos, €, log, /x urcete, zda jsou na R totalni, injektivni, surjektivni.
2. Porovnejte injektivitu a surjektivitu funkce 2% na mnozinach N, Q a [0, +00).

3. Necht F(x) = z + 1, G(z) = 22 pro viechna x € R. Uréete funkce FG, GF, FF, GG,
FF~'a (FF) ! kde F~! je funkce inverzni k F.

4. Uréete vechny prvky kartézskych mocnin: {a}{®, Ale} {a}B, {a,b}{oD
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4. Mohutnosti mnozin

4.1 Kone¢né mnoziny

Pocet prvki. Velikosti mnozin mizeme srovnavat napi. inkluzi, mnoho dvojic mnozin je ale
inkluzi neporovnatelnych. U kone¢nych mnozin je pouzitelnéjsi mirou velikosti pocet proki. Po-
¢itani prvka mnoziny A je vlastné postupné vytvareni prostého zobrazeni mnoziny {1,...,n}
do A; spocitanim vsech prvki dostaneme bijekci mezi {1,...,n} a A.

Definice: Mnozina A je n-prvkovd (kde n € N), pokud existuje bijekce F': {1,...,n} <> A.
MnozZina je konecnd, jestlize je n-prvkova pro néjaké n € N; jinak je nekonecnd.

Znaleni: |A| =n (téz: card A = n aj.). Je-li n = 0, zapisem {1,...,n} rozumime §.
Terminologie: Rikame také, Ze A ma mohutnost (& kardinalitu) n (¢ konecnou, nekonecnou).
Priklady: |0] =0, [{-5}| =1, [{m, v2,15}| = 3.

Jednoznacnost: ukéZeme podle nésledujicich dvou lemmat.

Lemma 1: Kazdé neprazdna mnozina prirozenych ¢isel mé nejmensi prvek.

Diikaz: Nepfimo — nechf A C N nemé4 nejmensi prvek; ukdZeme A = (). Vezméme mnoZinu B =
{neN|(Vm <n)(m ¢ A)}; tj. n € B, pravé kdyz zadné m < n nepatii do A. Matematickou indukei
ovéfme B = N:

1. Plati 0 € B, jinak by 0 byla nejmensim prvkem A (rozmyslete).

2. Jestlize n € B, pak také n + 1 € B, jinak by n + 1 byl nejmensi prvek A (proc¢?).

Tudiz vskutku B =N, a tedy A = 0 (zdivodnéte: kdyby n € A, tak n ¢ B). O

Lemma 2: Mezi {1,...,m} a {1,...,n} existuje bijekce, pravé kdyz m = n.

Diikaz: Smér « je trivialni, bijekci je napf. identita na {1,...,m}. Opa¢ny smér dokaZzeme sporem;
necht F': {1,...,m} + {1,...,n} pro néjakd m # n. Vezméme nejmensi takové m (dle Lemmatu 1).
Nutné m > 0, nebot pro n > 0 neexistuje F: § <> {1,...,n} # 0. Uvazujme F’': {1,....m -1} +
{1,...;np~{F(m)} aG: {1,....,n}~{F(m)} + {1,...,n — 1}, kde:

14 pro £ < F(m)

Pak zjevné F' o G: {1,...,m — 1} < {1,...,n — 1}, tedy m nebylo nejmensi takové, spor. O

Ddsledek: Kazda koneénd mnozina ma jednozna¢né uréeny pocet prvki.

Diikaz: Bud F: {l,...,m} < A; G: {1,...,n} < A. Pak FoG~': {1,....m} < {1,...,n},
tedy m = n (Lemma 2). O

Tvrzeni: Podmnozina kone¢né mnoziny je koneéné (tedy nadmnozina nekone¢né nekone¢na).

Dikaz: Sporem — necht m € N je nejmensi (Lemma 1) takové, Ze m-prvkova A mé nekonecnou
podmnozinu B. Kdyby A = B, byla by B kone¢na; tedy existuje a € A\ B, ¢ili B C A \ {a}; pfitom
A~{a} ma m—1 prvki (dokazte jako Lemma 2 nebo pouZijte tvrzeni 2 niZe), tudiz m nebylo nejmensi
takové, spor. (Disledek v zavorce odvod'te sami.) O



Mohutnosti vysledkti operaci s koneénymi mnozZinami. Necht

Al =m, |B| =n.

1. Pokud AN B =0, pak |[AU B| = m + n.
2. Pokud B C A, pak |A\ B|=m —n.
3. [AUB| = |A| +|B| - |AN B|
4. |[AxBl=m-n
5. ’AB‘ =m" (pfi¢emz definujeme 0° = 1)
6. | Z(A)| =2m
Diikaz:
1. Dle piedpokladu existuji F': {1,...,m} + A; G: {1,...,n} + B.Bud H: {1,...,m+n} —

AUB, kde H(k) = F(k) pro k <m a H(k) = G(k—m) pro k > m. Ujasnéte si, Ze H je bijekce.
Plati (AN B)NB =, (A~ B)U B = A (dokazte, srv. §3.3). Podle tvrzeni 1 tedy dostaneme:
|A|=|AN B|+|B|, tj. AN B|=|A|—|B|=m —n.

Ozna¢me |ANB| = k. Podle tvrzeni 1 (zdivodnéte splnéni jeho podminek) dostaneme: |AUB| =
[AN(ANB)|+|ANB|+|BN(ANB)|=(m—k)+k+(n—k)=m+n—k.

Dle pfedpokladu existuji F': {1,...,m} < A; G: {1,...,n} < B. Pro kazdé i € {1,...,m},
j€{l,....,n} bud H((F(i),G(j))) =n(i— 1)+ j. Ujasnéte si, zZe H: A x B« {1,...,mn}.
Tvrzeni 5 a 6 dokdZeme pomoci lemmat platnych pro viechny (nejen koneéné) mnoziny.

Lemma 3: Pro libovolné disjunktni mnoziny B,C a libovolnou mnozinu A existuje bijekce
H: ABYC 5 AB x AC.
Diikaz: Pro kazdé F: B - Aa G:C — Aje FUG: BUC — A (nahlédnéte). Prifazeni
H: (F,G) — F UG je bijekce mezi AZ x AY a ABYC (rozmyslete). O
Diukaz tvrzeni 5 provedeme matematickou indukei podle n:

e Pron=0je|AP| =A% = |{0}| =1 =m".

e Pro n > 0 existuje b € B, takze

|AB| _ ‘A(B\{b})u{b}‘ _ ’AB\{b} % A{b}| _ }AB\{b}’ . |A{b}| _ mnfl . ml —m"

kde druhéa rovnost plyne z Lemmatu 3, tfeti z tvrzeni 4 a ¢tvrta z indukéniho predpokladu.

Lemma 4: Pro libovolnou mnozinu A existuje bijekce H: Z(A) < {0,1}4.

Diikaz: Kazdé podmnozing Y C A pfitadme jeji tzv. charakteristickou funkci xy: A — {0, 1}
definovanou tak, ze xy(z) = 1, pokud = € Y; a xy(z) = 0, pokud = ¢ Y. Rozmyslete, Ze
H:Y + xy je bijekce mezi Z(A) a {0,1}4. O

’\AI _

Tvrzeni 6 nyni plyne piimo z tvrzeni 5: [22(A)| = [{0,1}*| = [{0,1} 2m, O

Diisledky: Jsou-li A, B kone¢né, pak i ANB, AUB, AN B, Ax B, AB, 2(A) jsou kone¢né.

Sjed

noceni, prunik a kartézsky soucin koneéné mnoha kone¢nych mnozin je kone¢ny.

Cviceni: Urcete mohutnosti téchto kone¢nych mnozin:

1.
2.
3.

{2n | n € NN[0,1000]} (zdivodnéte podle definice — najdéte bijekci);
mnozina v8ech moznych nejvyse 10-znakovych hesel sloZenych z pismen A-Z a &islic 0-9;

mnozina vSech parcidlnich funkei (§3.6) z 5-prvkové mnoziny do 6-prvkové.
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4.2 Nekone¢né mnoziny

Lemma: Pro zadné n € N neexistuje bijekce F': {1,...,n} < N.

Diikaz: Sporem, necht n je nejmensi takové, Ze existuje F: {1,...,n} < N. Vezméme F' = F ~
{{n,F(n))} a G: N & N~ {F(n)} tak, 7e G(k) = k pro k < F(n) a G(k) = k— 1 pro k > F(n).
Ujasnéte si (jako v §4.1 Lem. 2), ze F'oG: {1,...,n—1} <> N, tedy n nebylo nejmensi takové, spor. [

Dusledek: Mnozina N je nekone¢na. (Jeji nadmnoziny Z, Q, R tudiz takeé.)

Tvrzeni: Mnozina A je nekonecna, pravé kdyz existuje prosté zobrazeni F': N — A.
Diikaz: Zleva doprava: Bud A nekoneéna, pak:
o Ay = A # 0 (jinak by A byla 0-prvkova), tedy existuje ag € Ag; pritad F(0) = ag;
e Ay = A~ {ag} # 0 (jinak by A byla 1-prvkova), tedy existuje ay € Ay; pritad F(1) = ay;
o Ay = A~ {ap,a1} # 0 (jinak by A byla 2-prvkova), tedy existuje ay € Ay; pritad F(2) = as;
e atd. indukci, v n-tém kroku:

Ap =A~Haog,...,an—1} # 0 (jinak by |A| = n), tedy existuje a,, € Ap; piitad F(n) = ay,.

Takto vybereme prvek F'(n) € A pro kazdé n € N, tedy F: N — A. Zobrazeni F' je prosté, protoZe
jsme v kazdém kroku vzali prvek riizny od v8ech predchozich.
Zprava doleva: Necht F': N — A je injekce. Pak F': N <> F[N] = {z € A | (3In € N)Fzy}, tedy F[N]
je nekonecné, tedy A O F[N] je nekone¢na. O
Priklad dusledku: Kazdy alesponn dvoubodovy interval v R ¢ Q je nekoneéna mnoZina. (Do-
kazte jako cvi¢eni — najdéte vhodnou injekci N.)

Tvrzeni (Dedekindova definice koneénosti): MnoZina A je nekone¢nd, pravé kdyz existuje
bijekce A na jeji vlastni ¢ast.

Dikaz: Zleva doprava: Bud A nekonecna, tedy existuje injekce F': N — A. Vezméme opét F|N] =
{r € A| (3n € N)Fay} C A a definujme G(z) = z, pokud x € A\ F|N], a G(z) = F(n+ 1), pokud
x = F(n) € F|N]. Ujasnéte si, ze G: A< A~ {F(0)}.

Zprava doleva (nepfimo): Bud A kone¢na, tedy |A| = m pro ngjaké m € N. Pokud B C A, pak
|[AN B| > 0, tedy |B| = |A| — |A~ B| < m a dle §4.1 Lem. 2 neexistuje bijekce mezi mnozinami
riznych koneénych mohutnosti. O

Richard Dedekind



V predchozich tvrzenich jsme pouzili dva dosud explicitné neuvedené mnozinové principy
(v minulosti kontroverzni — aktualni nekone¢no, nekonstruktivni vymezeni vybérové mnoziny):

Princip nekoneéna: Obor v8ech pfirozenych ¢isel tvori mnozinu.

Odmitnuti principu nekone¢na vede k budovani teorie koneénijch mnozin (pozorujte, Ze mno-
zinové operace jsou na kone¢nych mnozinach uzaviené).

Princip vybéru: Pro kazdou mnozinu neprazdnych disjunktnich mnozin existuje mnozina
obsahujici pravé po jednom prvku z kazdé z nich (,,vybérova mnozina“).

Existenci vybérové mnoziny lze ve mnoha piipadech dokézat i bez pouziti principu vybéru
(napf. pro kone¢né systémy mnozin nebo lze-li z kazdé mnoziny systému vybrat néjaky prvek
explicitné). Princip vybéru tvrdi existenci vybérové mnoziny obecné, i pro mnoZiny mnozin,
kde prvky explicitné vybrat neumime. Princip vybéru i jeho negace maji nékteré neintui-
tivni disledky (napf. Banachtiv-Tarského paradox vs. prazdnost kartézského soucinu systému
nepraznych mnozin). Princip vybéru pfitom nelze dokézat ani vyvratit z ostatnich principa
teorie mnozin (nevyvratitelnost prokazal Godel 1940, nedokazatelnost Cohen 1963).

Cviceni.
1. Urcete, které z mnozin jsou nekone¢né:

() NUO, NU{0}, {N}U{0}, N x {0}, {N} x {0}
(b) ON, N, {0}V, {p} N}, NTO}

2. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

(a) Kazda nekoneéné mnozina mé nekoneéné mnoho nekoneénych podmnozin.

(b) Je-li A nekonecna a B kone¢na, pak A \ B je nekone¢na.

(c) Je-li A nekoneéné a B kone¢na, pak zadna surjekce F': A — B neni prosta.

(d) Kazdou nekone¢énou mnozinu lze rozdélit na dvé disjunktni nekoneéné Easti.

(e) Mnozina vSech prvodisel p takovych, ze p + 2 je také prvodislo, je nekone¢na. (Reéte az po

vyfeseni v8ech ostatnich tloh.)
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4.3 Ekvivalence a subvalence mnozin

Poc¢ty prvka dobie porovnavaji velikosti koneénych mnozin, o nekone¢nych ale nefikaji nic.
Porovnavani velikosti pomoci prostych zobrazeni 1ze ale snadno zobecnit na vSechny mnoziny.

Definice. Mnoziny A, B jsou ekvivalentni pokud existuje bijekce F': A <> B. Znaceni: A =~ B
¢ F: A~ B. (Terminologie téz: ekvipolentni, ekvipotentni, ¢i stejné mohutnosti).

Mnozina A je subvalentni mnoziné B, pokud existuje injekce F': A — B. Znaceni: A < B
¢i F': A< B. Zapis A < B (striktni subvalence) je zkratkou za A < B A A % B.

Vlastnosti ekvivalence a subvalence.
1. A= A (Dukaz: Idg: A <+ A.)
A~B—>B=xA (Diikaz: pokud F: A ++ B, pak F~1: B+ A))
A~BAB~C—=A~C (Dtikaz: slozeni bijekci je bijekee.)
A=< A (Dtikaz: Id4: A — A je injekee.)
A=<BAB=<XC—-A=XC (Dikaz: slozeni injekei je injekce.)
ACB—A=<B (Dikaz: Id4: A — B je injekce.)
7. AxB—+ A=<B (Dtikaz: kazda bijekce je injekce.)
Ekvivalence mnoZin je tedy relaci ekvivalence (§3.5). Subvalence je reflexivni a tranzitivni, ale

neni antisymetricka (najdéte protipiiklad). Plati vSak alespon nasledujici véta (,,antisymetrie’
VUéi ~ misto rovnosti), diky niz k prokdzani A ~ B sta¢i najit injekce A do B a B do A.

S ok N

Véta (Cantorova-Bernsteinova). Pokud A < Ba B < A, pak A~ B.
Diikaz: Necht A <= B < A, tedy existuji F': A+ F[A] C B, G: B < G[B] C A. Ozna¢me:
Ap=A
By = B
Aiy1 = G[B] C A;
Biy1 = F[A)] C B,

pro kazdé i € N. Protoze B ~ G[B] = Ay, sta¢i ukazat A ~ A;. Ozna¢me déle:

C=()A

ieN
S = U(Am N Azit1)
iEN
L= U(A2¢+1 N Azit2)
ieN
S1 = U(A2i+2 N Agiy3z).
ieN
Pozorujte: A= SULUC, Ay = S ULUC. Pfitom (F o G)[Ag; \ A2iy1] = Agito \ Agits,
tedy (F o G)[S] = Si, a protoze F o G je prosta, S ~ 5. O]



Cviceni.
1. Najdéte v8echny ekvivalence a subvalence mezi mnozinami: (), {w, —1}, N, N~ {0}.
2. Rozhodnéte, zda plati:

(a)
(b) A x {O} A
(©

(d) Pokud A; < Ay < A3 < Ay, pak A) =~ Ay ~ Aj.

() A= Ax B (Jak lze toto tvrzeni opravit na platné?)

(f) Pokud A < B, pak existuje surjekce F': B — A. (Jak lze opravit na platné?)
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4.4 Spocetné a nespocCetné mnoziny

Dle §4.2 je mnozina A nekonecné, pravé kdyz N < A. Mnoziny ekvivalentni N tedy maji
nejmensi nekone¢nou mohutnost. To motivuje néasledujici pojem.

Definice: Mnozina A je spocetnd, pokud A < N; jinak je nespocetnad.

Nekteif autori definuji spocetnost podminkou A ~ N (naSe nekone¢né spocetnost) a mnoziny A < N
nazyvaji nejvyse spocetnymi. Nespocetnost vzdy znamena A A N.

Tvrzeni: Mnoziny Z, N2, Q jsou spocetné.

Diikaz: Funkce F(z) = 2z pro z > 0 a F(z) = —2z — 1 pro z < 0 je bijekce F': Z <> N.
Cantorova parovaci funkce m(m, n) = 3 (m+n)(m+n+1)-+n je bijekci 7: N? +» N. Racionaln{
¢isla jsou zkracené celodiselné zlomky, tj. nékteré dvojice celych &isel; proto Q < Z? ~ N? ~ N.

O
Véta: Mnozina R je nespocetna.

Diikaz (Cantorova diagonalizace): Sporem. Necht F': N <> R a necht pro kazdé n € N
je F(n) = >, dy,; - 107 jednoznatné urceny (viz §1.1) desetinny rozvoj ¢isla F(n). Bud
r=y.2gdi- 107%, kde d; = 1, pokud dy, , = 0, a d; = 0, pokud dy, , # 0. Zjevné r € R (nema
periodu 9) a F'(n) # r (nebot d,, ,, # dy) pro zadné n € N. Tedy F neni surjektivni, spor. [

Definice: MnoZina A ma mohutnost kontinua, pokud A ~ R.

Priklady: Realny interval (0,1) ma mohutnost kontinua, nebot tg(mz—7%): (0,1) <> R. Realny
interval [0, 1) méa rovnéz mohutnost kontinua, nebot R =~ (0,1) C [0,1) C R.

Véta: R2 ~R.

Diikaz: Dokézeme [0,1)% ~ [0,1). Ziejmé [0,1) =< [0,1)?; podle Cantorovy-Bernsteinovy véty
stadi najit injekci F': [0,1)2 — [0,1). Dvojici &isel 71,72 € [0,1) s desetinnymi rozvoji 71 =
Z(i)il du-lofi, ro = Zfil dgﬂ'-lo*i prifadime F(Tl, ’1“2) = Zfil d17i'1072i+2?21 dgﬂ"lofzi*l.
Zjevné F(r1,r2) € R (mohlo by mit periodu 9, jen kdyby r1,r2 méla periodu 9) a F' je prosta
(zdtivodnéte). O

Tvrzeni: Z(N)~R.

Diikaz: Najdeme injekce F: [0,1) — 2(N), G: 2(N) — [0,1). Cislu r € [0,1) s dvojkovym
rozvojem 7 = Y o0 b;-27 (bez periody 1) pfifadime mnozinu F(r) = {i € N | b; = 1} € Z(N).
Naopak mnoziné A C N piifadime &islo G(A) = Y52, d; - 107%, kde d; = 1, pokud i € A,
a d; =0, pokud i ¢ A. Obé& funkce jsou zjevné prosté (zduvodnéte). O]

Tvrzeni:

1. Jsou-li A, B spocetné, pak AU B, A x B jsou spocetné.
2. Maji-li A, B mohutnost kontinua, pak AU B, A x B maji mohutnost kontinua.

3. Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.



4. Sjednoceni spocetné mnoha mnozin mohutnosti kontinua mé mohutnost kontinua.
5. Kazd4a nekoneéna mnozina méa nekonecnou spocetnou ¢ast.
Diikaz: (Tvrzeni 3-5 pouzivaji princip vybéru. Rozmyslete, Ze silngjsi predpoklady dikazu
tvrzeni 3-4 nejsou na Gjmu obecnosti.)
1. Pokud A,B <N, pak AUB=<Z~N Ax B=<NxN=N.
2. Pokud A,B~R,pak R<AUB=<[0,1)U[1,2)=[0,2) R, Ax BRRxR=~R.
3. Necht pro kazdé i € N je F;: N+ A;, kde A; jsou vzajemné disjunktni. Pak G(i,7) =
F;(j) je bijekce mezi spotetnou N? a J;cp Ai-
4. Méjme vzajemné disjunktni A; ~ R =~ [i,i + 1) pro kazdé i € N; pak [J;ey4i =~
Usenli,i +1) = [0,400) = R.
5. Je-li A nekoneéné, pak (§4.2) existuje prosta F': N - A a N~ F[N] C A.
Dusledky:
e Mnozina A vSech algebraickych ¢isel je spocetna. (Rozmyslete: celo¢iselnych polynomu
stupné n je spocetné mnoho a kazdy ma nejvyse n kofent.)

e Mnoziny R\ Q vSech iracionalnich a R~ A vSech transcendentnich ¢isel jsou nespocetné.

Hypotéza kontinua. Vgechny dosud uvazované podmnoziny R byly bud spocetné, nebo
mély mohutnost kontinua. To vedlo Cantora (1878) k formulaci hypotézy, kterou se léta marné
snazil dokazat:

Kazda mnozina realnych &isel je bud spocetna, nebo mé mohutnost kontinua.

Hilbert (1900) zafadil Cantorovu hypotézu (CH) jako prvni polozku na seznam otevienych
problémii pro 20. stoleti. Godel (1940) dokazal, Ze pomoci ostatnich principt teorie mnozin
nelze CH vyvréatit; Cohen (1963) ukazal, Ze ji pomoci nich nelze ani dokéazat.

Kurt Godel Paul Cohen

Cviceni.

1. Urcete, které z téchto mnozin jsou spocetné a které maji mohutnost kontinua: Q x N,
RxZ,R\NZ,7Zx7, #Z),C.

2. Najdéte bijekci mezi: a) redlnymi intervaly [0,1] a (0,1); b) otevienym jednotkovym
kruhem a celou rovinou; ¢) uzavienym jednotkovym kruhem a celou rovinou.

3. Dokazte, Ze: a) Mnozina vSech kone¢nych fetézct pismen latinské abecedy je spocetné.
b) Mnozina vech programi ve vaSem oblibeném programovacim jazyce je spoetné. ¢) Existuji
realné &isla, kterd nejsou algoritmicky vy¢islitelna (tj. jejichz desetinny rozvoj nelze generovat
Zaddnym programem).
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4.5 Cantorova véta

Véta (Cantorova): A < Z(A).

Diikaz: Plati A < H(A), nebot piifazeni a — {a} je prosté; staci tedy dokazat A % Z(A).
Ukazeme, ze zadné F': A — Z(A) neni surjektivni.

Bud F: A — Z(A). Dokazeme, ze B = {x € A | x ¢ F(x)} neni obrazem zadného z € A.
Sporem: necht F(z) = B; pak dle definice B je z € B, pravé kdyz z ¢ F(z) = B, spor. O

Dusledky:

e R < Z(R). Rikéme, Ze mnoZiny ekvivalentni 22 (R) maji mohutnost potence kontinua.

Priklad: Mnozina R® viech realnych funkci realné proménné (§3.6) ma mohutnost po-
tence kontinua.

Diikaz: RE D {0,1}F ~ 2 (R) dle §4.1 (Lem. 4), tedy R® = 2 (R); a také R® < #(R), nebot
kazda funkce F' € RE je relaci FF C R?, takze R® C Z(R?) ~ 2(R). O

e ZR) < Z2(ZR)) < Z2(Z(ZR))) < ---
Existuje tedy nekoneéné mnoho rtznych nekonecnych mohutnosti.
e UvaZujme mnozinu vSech mnozin, V.= {A | A = A}. Dle Cantorovy véty je V. < Z(V);

ale Z(V) je mnozina mnozin, tedy Z(V) C V, a tedy (V) <=V — spor s Cantorovou
vétou (tzv. Cantoriv paradox).

Resenf Cantorova paradoxu: Podle Cantorovy definice mnoziny (§3.2) je mnozina ,,souhrn

. objektt ... v jeden celek“. Cantortv paradox lze chipat tak, Ze vSechny mnoziny
neni mozné shrnout v jeden celek (predpokladame-li, Ze lze, odvodime spor); tedy Ze
neeristuje mnozina vsech mnozin.

Obor v8ech mnozin tak nelze chapat jako ,hotovy“, definitivné vytvoreny objekt. Tako-
vymto ,neaktualizovatelnym® soubortum prvka se ¥ika wvlastni tiidy. Cantoruv paradox
1ze tedy formulovat jako sporem dokdzanou vétu: V je vlastni tfida. (Pozdéji uvidime
dalsi vlastni tfidy.)

Cviceni.
1. Ur€ete mohutnost mnoziny: a) mnozin iracionalnich ¢isel; b) vSech mnozin bodt v roving;
¢) v8ech trojuhelnika v roving; d) v8ech mnozin realnych funkei realné proménné.
2. Porovnejte mohutnosti mnozin:

(a) Z2(R) x 0, (R x D), Rx 2(0), Z(R) x 2(0)

(b) N, {0}", {0, 1}, NN

(¢) v8ech mnozin pfirozenych ¢isel a vSech kone¢nych mnozin piirozenych &isel
)

(d) vSech mnozin dvojic pfifozenych ¢isel a v8ech dvojic mnozin pfirozenych ¢isel



3. Rozhodnéte, ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

(a) Zadné zobrazeni F': 2(R) — R neni prosté.

(b) Kazda mnoZzina mohutnosti potence kontinua méa alespoii jednu podmnoZinu mohutnosti
kontinua.

(¢) Jestlize A < B, pak £(A) X #(B)
(Navod: pomoci injekce F': A — B sestrojte funkci G: #(A) — L(B), pritazujici kazdé
podmnozing X C A mnoZinu F[X] obrazu jejich prvka v F, a dokaZte, Ze je prosta.)
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4.6 Axiomaticka teorie mnozin

Naivni princip komprehenze: KaZzda dobfe definovana vlastnost ¢(x) vydéluje mnozinu
{z | ¢(x)} t&ch prvki, které ji splituji.

Pozorovani: Naivni princip komprehenze vede ke sporu.

Diikaz: Vidéli jsme, Ze vlastnost byt mnozinou (§4.5) vydéluje vlastni t¥idy — predpoklad, ze
vydéluje mnozinu, vedl ke sporu s Cantorovou vétou.

Jednodussi dikaz (tzv. Russelliv paradox): Tiida R = {X | X ¢ X} je vlastni — dle jeji
definice je R € R <+ R ¢ R = spor. O]

Bertrand Russell

Problém: Jak poznat mnozinu od vlastni t¥idy? (éekat, zda se objevi spor, je nepraktické.)

Matematici si brzy v8imli, Ze nékteré mnozinové konstrukece (napf. sjednocent, potence, zaména
prvki ¢ princip nekone¢na) je nikdy ke sporu nedovedly.

Opatrné komprehenzni principy:

1. N je mnozina.
2. Je-li A mnozina, pak potence &(A) je mnoZina.
3. Je-li A mnozina mnoZin, pak sjednoceni | J.A je mnoZina.

4. Je-li A mnozina a ¢(z,y) formule urcujici funkei, pak {y | (3= € A)¢(x,y)} je mnozina.

v v

Dausledky opatrnych komprehenznich principt: (Dukazy = obtiZznéjsi cviceni.)

Je-li A mnozina a ¢(x) formule, pak {x € A | ¢(x)} je mnoZina.

Kone¢né mnoho libovolnych prvki zi, ..., z, tvofi mnoZinu {z1,...,z,}.
Jsou-li A, B mnoziny, pak AU B, AN B, A~ B, A x B, AP jsou mnoziny.
Je-li A # (), pak ().A je mnoZina.

7,Q,R,R", Z(R) atp. jsou mnoziny.

A

ResSeni: Opatrné komprehenzni principy se zdaji dostacovat pro vétS§inu mnozinovych kon-
strukei. Spolu s mnozinovymi principy (extenzionality, fundovanosti, nekone¢na, vybéru) tak
mohou tvofit axiomaticky zéklad teorie mnozin.



Definice: Zermelova-Fraenkelova teorie mnozin s axiomem vgbéru (ZFC) je axiomaticka
teorie v klasické prvoradové logice s rovnosti, s jedinym bindrnim predikiatem € a axiomy:

1. Aziom extenzionality: (Vq)(¢ Ex <> q€y) > x=1y.
Znaceni: = Cy=qr (Vq)(q €z — q € y).
2. Aziom prdzdné mnoziny: (32)(Vq)—(q € 2).
Znaceni: z = ().
3. Aziom dvojice: (Vx)(Vy)(32)(Vq)(qg € z <> qg=z V ¢ =1y).
={z,y}, {z} =ar {z,2}.

4. Aziom sjednocent: (Vz)(3z)(q € z > (Fu)(g € u A u € ).

Znaceni: =z

Znateni: z=Jz, uwUv =g J{u,v}.
5. Aziom potence: (Vx)(3z)(Vq)(q € z +» ¢ C x).
Znaeni: z= P (x).
6. Aziom nekonecna: (3z)(0 € z A (Vg)(q € z = qU {q} € 2)).

7. Schéma aziomi vydeleni: (Vx)(32)(Vq)(q € z > ¢ € z A ©(q))
Znaceni: z={qecz|¢(q)}, zNy={¢gex]|qecy}
8. Schéma azxiomi nahrazeni:
(Vu)(Vv)(Vw)(w(u,v) A Y(u,w) = v = w) —
(Vz)(32) (Vo) (v € z <> (Fu)(u € = A Y(u,v))).

9. Aziom fundovanosti: (Vz)(z #0 — (3u)(u € z Aunz =0)).

10. Aziom vybéru:
(Vz) (D ¢z A (Vu)(Vo)(uEez AvETAutv—unv=0)—
(F2)(Vu)(u € z — (3g)(un z = {q}))).

Poznamky:

e Axiomy ZFC zachycuji jednotlivé mnozinové principy, které byly probirany na prednésce:
1 = princip extenzionality (§3.1); 9 = princip fundovanosti (ekvivalentni formulace,
§3.3); 10 = princip vybéru (§4.2); 6 = princip nekone¢na (§4.2), 2-8 = principy opatrné
komprehenze a jejich dusledky (axiom 6 je ekvivalentni tvrzeni, Ze N je mnoZina).

e 7 a 8 jsou schémata ariomi: pro kazdou formuli ¢ resp. ¢ jazyka teorie mnozin z nich
dostaneme jeden axiom. (ZFC ma tedy nekonecné mnoho axiomd.)

e Axiomy nejsou nezavislé: 2 plyne z 6; 3 plyne z 2+5+8; a 7 plyne z 8. K axiomatizaci
ZFC tedy staci axiomy 1, 4, 5, 6, 8, 9 a 10.

e Studuji se i riuzné variace ZFC (napf. ZFC + Cantorova hypotéza nebo ZF = ZFC bez
axiomu vybéru) a jiné mnozinové axiomatiky. ZFC je vSak v souCasnosti nejobvyklejsi
axiomatizaci teorie mnozin (a celé matematiky).
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4.7 Kardinalni ¢isla

Kardinalni ¢&isla. Kardindlni c¢isla (kratce: kardindly) jsou abstraktni matematické objekty
prifazené mnozinam tak, ze dvé mnoziny maji prifazeno totéz kardinalni ¢islo, praveé kdyz jsou
ekvivalentni.

Kardinalni ¢islo pfifazené mnoziné A zna¢ime |A| a nazyvame mohutnosti (kardinalitou) mno-
7iny A. Pro kardinalni ¢isla pouzivime proménné , A, y, . . .

Kardinality koneénych mnozin (neboli konecné kardinély) ztotoziujeme s pfirozenymi ¢isly:
pro m-prvkovou mnozinu A piseme |A| = m (srv. §4.1). Pro vyzna¢né nekone¢né kardinality
zavedeme zvlastni symboly:

Mohutnost nekone¢nych spo¢etnych mnozin znacime Rq (alef nula): |N| = R,.
Mohutnost kontinua zna¢ime ¢ (gotické c): |R| = c.

Vzajemné razné (viz §4.5) mohutnosti mnozin N, Z(N), Z(Z(N)), Z(Z(Z(N))), ...
znaéime Jy, 31, T, T3, ... (bét n).

Tedy: Jg = Ng, J; =¢, Jo je mohutnost potence kontinua, J3 = |Z(F(R))|, atd.

Kardinalni aritmetika. Necht k = |A|, A = |B| a AN B = (). Pak definujeme:

e k< )\ pravé kdyz A X B (atedy k < A, pravé kdyz A < B)
e i+ A=|AUB|, k-A=|AxB|, r*=|AB]|
Pozorovani:
e Definice aritmetiky kardinalid je korektni, tj. nezélezi na vybéru mnoZzin mohutnosti s, \.

(Duikaz: sloZenim s pifslusnymi bijekcemi, napi. pokud A’ ~ A < B ~ B’ pak A’ < B'))

< je usporadani (§3.5) kardinalnich ¢isel (srv. §4.3: < je reflexivni a tranzitivni; antisy-
metrii < tvrdi Cantorova—Bernsteinova véta).

0<1<2<3<---<Ny<c<dy<Id3<Iy<--- (ostré nerovnosti dle §4.1-2, §4.5).
Cantorova hypotéza kontinua (§4.4) ¥ika, ze —(Ix)(Ro < Kk < ¢).

Aritmetika koneénych kardinalit souhlasi s aritmetikou pfirozenych &isel (§4.1).

Rg+Rg=Rg, c-c=¢, 2% =¢ atd. (podrobngji viz dale).
Dikazy: NUZ™ =Z~N, RxR~R, {0,1}N~ Z(N)~R (vie dle §4.4).

Pokud |A| = k, pak |2(A)| = 2¢. (Dukaz: Z(A) ~ {0,1}4, viz §4.1 Lem. 4.)
Specialné tedy 3,41 = 27 pro kazdé n € N.



Zakony kardinalni aritmetiky.

1. Komutativita a asociativita séitdni a ndsobeni:

K+A=A+k K-A=AK
(K+A)+p=r+A+p) (K- A p=r-(Ap)
2. Chovani 0 a 1:
k+0==k k-0= k=1 0"=0 prox>0
k-1=k k' =k 1" =1

3. Distributivita: k- (A+p)=K-A+K-p
4. Zdkony mocnénd: (k- NP =wH AR, AMHE =M gE (M) = MR
5. Monotonie: Pokud k1 < kg, pak:

K1+ A<ko+ A  KL-A<EKg-A n{‘ Sli%, A" < A" (kromé 0° >0”‘+1).
6. Scitdni a ndsobeni nekonecnych kardindli (s principem vybéru): Je-li aspon jeden z kar-
dinald k, A nekonecény, pak:

K+ A = max(k,\), k- A =max(k,\) prok,A#0

Diikaz: Vétsina uvedenych vlastnosti vyplyva pfimo z vlastnosti mnozinovych operaci (napf.
distributivita z A x (BUC) = (Ax B)U(A x C), viz §3.5), u jinych snadno najdete pfislusnou
bijekci (napf. A X B = B x A) ¢i injekei (napf. AUB < A’UB pro A < A’). Pro tvrzeni 1-5

vvvvvv

tvrzeni 6 presahuje ramec kurzu. O

Tvrzeni: Kardinalni ¢isla tvoif vlastni tfidu (znacenou Card).

Dikaz: Stadi ukazat, ze ke kazdé mnoziné kardinalt A existuje kardinal A vétsi neZ v8echna
k € A. Ke kazdému k € A vezméme mnozinu A, mohutnosti k. Pak dle Cantorovy véty je
QZ(U%A A,{) = Urea Ax 2 A, tedy X = “@(UmGA AH)‘ > Kk, pro kazdé k € A. O

Specialng necht Ag = N a 4,11 = Z(A4,) pro kazdé n € N. Pak 3, = |‘@(UnEN An)‘ >,
pro viechna n € N, a dale 3, < 27 = J1 < 27«41 = 0,45 < 2%+2 = J 5 atd. nade
vSechny meze.
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Kardinalni ,,nasobilka*. Dosud uvedené poznatky umoznuji ur¢it vysledky aritmetickych
operaci pro néktera vyznacna kardinalnimi ¢isla (zejm. koneéna ¢ tvaru 3, pro n € N):

0 n NO [ :2

+ n N() [ 32
00 O 0 0 0

m+n Ng ¢ o
m|0 mn Ng ¢ g

NO NO N() ¢ :2
NQ 0 No N() ¢ :2

¢ ¢ ¢ ¢ o
5 . 2 1 1 c |0 ¢ ¢ ¢ o

2 2 2 2
|0 o Ty D I

A0 n Ny ¢ I
0fr 0 O 0 O
11 1 1 1 1

¢ Jo I3

No [l Ry ¢ o I3
c |1 ¢ ¢ Jo I3

Jo|1 3y o o 3

J3|1 33 33 33 I3

vvvvvv

e R)° = ¢ Kazda funkce F: N — N je relaci F C N x N, tudiz N¥ € 2(N x N) =~ 2(N).
Odtud Ngo < 2% 5 9% < Ngo dostaneme z monotonie kardinalni mocniny (handout #1
k §4.7). Obdobné pro kazdé R3".

. 333 = (2:1):3 = 2713 = 23 — 3, Obdobné pro libovolné 32%' O
Cviceni.

1. Vypoéitejte: Vg - (¢ +Ng), ¢+ Rg-TJa, (65535 + ¢)32767+8191 = 12 (kde m € N).

2. Serad'te kardinaly podle velikosti: (2 + Rg)2, 2% 4 N2 242 3, 272

3. Dejte ptiklad mnozin mohutnosti: 82 4+ 1, (Ng + 1)2, 28o+L,

o . NNO ¢ ::2
4. Urcete n takové, ze J,, je rovno: Ny° , ¢, 332 .
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4.8 Ordinalni é&isla

Iterovanim operaci potence a sjednoceni jsme v §4.7 vytvorili shora neomezenou ,transfinitni“ po-
sloupnost nekone¢nych kardinali:

Jp< <D< <3u<Tor1<Tgo<-+ <ptw<Iprwr1 <---

Pro indexovani této transfinitni posloupnosti potfebujeme nova nekoneéna ¢éisla (w, w41, ... ). Narozdil
od ¢isel kardinalnich, vyjadiujicich pocet (,kolik?*), zde jde o pofadi (,kolikaty index?*); neptijde tedy
o nekonecné &islovky zakladni (kardinalni), ale Fadové (ordinalni).

Pozorujte: Transfinitni posloupnost kardinali 3, se vyznacuje tim, Ze ke kazdé mnoziné kardinalt lze
sestrojit (sjednocenim nebo potenci — viz §4.7) nejblize vétsi prvek této posloupnosti. Chceme-li takto
vytvafené kardinaly indexovat ordinalnimi ¢isly, musi jejich posloupnost mit tuto vlastnosti také.

Definice: Ordindlni ¢isla (kratce: ordindly) jsou abstraktni matematické objekty vytvorené
timto vytvorujicim principem:
Ke kazdé mnoziné ordinélnich &isel existuje ordinalni ¢islo nejblize vyssi (tj. nejmensi
ordinalni ¢islo vétsi nez vSechny prvky oné mnoziny).

Transfinitni posloupnost ordinalia. Dle vytvorujiciho principu existuje k prazdné mno-
7iné ordinalt nejblize vyssi ordinal; oznaéme jej 0. K jednoprvkové mnoziné ordinalt {0} exis-
tuje nejblize vyssi ordinal, oznac¢me jej 1. K mnoziné jiz vytvorenych ordinali {0, 1} existuje
nejblize vyssi ordinal, ozna¢me jej 2; atd. Kazdé prirozené &islo tedy oznacuje néjaky ordinal;
k mnoziné ordinali N existuje dle vytvorujiciho principu nejblize vyssi ordinal, ozna¢me jej w;
atd. Postupné tak vytvaiime neomezenou transfinitni posloupnost ordinalnich &isel:

0<1<K2< " w<wH+l<wH+2< <wHw=
=w-2<w-241< <w-3<w-3+1< <w-4<-or -0 <Ww-w=
= <w?+l< - <WHw<ttwtl< o <WHw2<- <P Hwow=

=w? 2<w? 241<- <w?3< <Ww=wl<co W< < iw=
2 w w ww
=t < << <Y = < < < < < <t =
EO
=g <etl< - <l <-r <l =ep < <Eo <o oee <
<wi <wp+l<ooe oo e atd. nade vSechny meze.

Definice: Ordinal je izolovany, pokud méa bezprostiedniho predchidce ¢i je roven 0; jinak je
limitni. Ordindl je kone¢ny (spocetny), pokud méa kone¢nou (spocetnou) mnozinu piedchidci.
Konecné ordinaly ztotoziiujeme s prirozenymi ¢isly. Prvni nekone¢ny ordinél znac¢ime w, prvni
nespocetny wi. Izolované ordinély jsou napi. 0, 1, 2, w + 1, w + 2, w? + 4 aj.; limitn{ napf. w,
w -2, w? w aj. Pro ordinaly pouzivame proménné a, 3,7, . ..

Tvrzeni: Ordinalni ¢isla tvoii vlastni t¥idu (znacenou Ord).

Drikaz: Kdyby 8lo o mnozinu, dle vytvoiujiciho principu by za ni existoval dalsi ordinal. [

s ¥z

Pro ordinalni ¢isla lze zavést nekone¢nou aritmetiku (séitani, ndsobeni, mocnéni atp.), odlisnou
od kardinélni. (Protoze v ni jde o pofadi prvki, s¢itani a nasobeni ordinali neni komutativni:
napf. 1 + w = w < w + 1.) Ordinélni aritmetika jiz pfesahuje leto$ni rozsah kurzu.



Tvrzeni: Kazda neprdzdnd mnozina ordinald mé nejmensi prvek.

Diikaz: Bud A neprazdni mnozina ordinalt. Ukazeme, Ze naslednik v mnoziny B = {8 € Ord |
(Va € A)(f < «)} je nejmensim prvkem A. Dle vytvofujiciho principu je 7 nejmensi ze striktnich
majorant B; a dle definice B jsou prvky A striktnimi majorantami B; tedy 7 je minorantou A. Pfitom
~ € A, jinak by nebylo rovno zadnému prvku A, a spliiovalo by tak podminku néleZeni do B, tedy by
nebylo striktni majorantou B (spor). O

Dobra usporadani. Usporadanim, v nichz kazda neprazdnéd mnoZina mé nejmensi prvek,
se TikA dobrd. — Pozorujte:
1. Kazdé dobré uspofadani je linearni. (Dikaz: uvazte nejmensi prvek {a,b}.)
2. V dobrém uspofadani neexistuje nekone¢na klesajici posloupnost ag > a1 > as > -+ (mnoZina
{ap, a1, as, ...} by neméla nejmensi prvek).
Dusledek: Kazdéa klesajici posloupnost ordinéli je kone¢na.

3. V dobrych usporadanich 1ze tvrzeni dokazovat transfinitni indukci, tj. dokazat, ze plati-li ¢ pro
v8echny predchtdce «, pak plati i pro . (Pak totiz kdyby ¢ pro n&jaké a neplatilo, vzali bychom
nejmensi takové a dostali spor.)

Véta (Zermelo, 1904): Kazdou mnozinu lze dobfe uspofadat.

Ndstin dikazu: Prvky dané mnoziny A oc¢islujeme ordinaly: transfinitni indukei postupné pfifazujeme
ordinalim vzdy n&jaky dalsi dosud nepfifazeny prvek, dokud vSechny nevycerpame. (Dikaz pouZziva
princip vybéru, srv. §4.2.) O

Ernst Zermelo

Dusledky Zermelovy véty:
1. Princip vybéru. (Dikaz: v dobrém uspoiadani lze vzdy vybirat nejmensi prvky.)
2. Usporadani kardinalnich ¢isel podle velikosti je dobré. (Dikaz: kazdému kardinalu x pfifadime
nejmensi ordinél, jehoz predchidci lze o¢islovat mnozinu mohutnosti .)
3. Vidy A < B nebo B =< A. (Plyne z pfedchoziho.)
4. S principem vybéru lze tedy v8echny nekoneéné kardinaly oé¢islovat po fadé ordinalnimi &isly:
Nog <Np <RNg <o <N <SRG <ove < Rg < eee

Cantorovu hypotézu pak lze formulovat i jako tvrzeni J; = Ry, neboli ¥; = 2%o,
Zobecnéna Cantorova hypotéza (GCH): 3, = R, pro vSechny ordinaly a.

Stejné jako CH je i GCH nezévisla na ostatnich principech teorie mnozin (nevyvratitelnost Gédel
1940, nedokazatelnost Cohen 1963).

Cvi€eni. 1. Urcete, které z téchto podmnozin R jsou dobte usporadané: (), {0}, {1,2,e,7},
N, Z, Q, {%4-1 ‘ n e N}, {1-2""|neN}U{l}. 2. U téch z nich, které jsou, najdéte ordinal,
jehoZ predchudci lze tuto mnoZzinu po fadé vzestupné oéislovat (tzv. typ dobrého usporadéni).
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Zakony ordinalni aritmetiky:

1. Asociativita:
(a+B)+y=a+(B+7) (-B)-y=a-(8-7)

Pozor, komutativita neplati: l+w=w#w+1, 2. w=w#wt+tw=w-2.

2. Chovdni 0 a 1:

a+0=04+a=a«a a-0=0-a=0 0“=0 proa>0
a-l=1-a=a«a 14 =1
al =a

3. Distributivita zprava: a-B+y)=a-B+a-vy
Pozor, distributivita zleva neplati: (14+1) - w=2 - w=w#w+w=w-(1+1).

4. Zdkony mocneéni:
Bt =af .o

(af)" = o

Pozor, obecné neplati (a-3)Y = a7+ 87, napi. (w-2)? = (w-2)-(w-2) = w-(2-w)-2 = w?-2 # w?.22.

5. Monotonie: Pokud a; < as, pak:

o+ B8<ar+p B4ar < B+ ay
a-B<ay-f8 Brar <B-a
alﬁ SOZQB BN < [

Pozor, monotonie zleva nelze zesilit na striktni (protipfiklady = cvieni).

Diikazy: konstrukei izomorfismu nebo transfinitni indukei.
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Tvrzeni zavisla na principu vybéru:
e Tvrzeni z §4.1: A je nekone¢na, pravé kdyz existuje injekce N — A
e Diisledky predchoziho tvrzeni:
— Kazda nekonetna mnozina ma spocetnou ¢ast
— N =< A pro kazdou nekone¢nou A (§4.3)

— Ng je nejmensi nekonefnd mohutnost (§4.5)

KaZzdou nekonefnou mnozinu lze rozdélit na dvé disjunktni nekoneéné podmnoZiny (cvicent
k §4.1)

MnoZina je nekone¢né, pravé kdyz ji lze bijektivné zobrazit na jeji vlastni ¢ast (tj. ekviva-
lence nasi a Dedekindovy definice kone¢nosti, §4.1)

Tvrzeni z §4.3:

— Sjednoceni spo¢etné mnoha spoc¢etnych mnozin je spocetné

— Sjednoceni spocetné mnoha mnoZzin mohutnosti kontinua ma mohutnost kontinua

Zakony kardinaln{ aritmetiky z §5.1 pro max(k, A) nekonecné:

— K+ XA =max(k, \)
— &+ X =max(k,A) pro kK,A >0

Tvrzeni ze Cviceni k §5.3: Pokud usporadani neni dobré, pak v ném existuje nekonecné klesajici
posloupnost. (Opaéné implikace princip vybéru nepottebuje.)

e Zermelova véta a jeji dusledky v §5.4
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Tvrzeni: Zermelova véta je ekvivalentni principu vybéru.

Dikaz: PV — ZV byl dikaz Zermelovy véty. ZV — PV: Bud .4 mnoZina neprazdnych mnoZin, | J.A lze
dle predpokladu dobie usporadat; z kazdé mnoziny v A pak vybereme (jiz jednoznaéné specifikovany)
nejmensi prvek. Vybérova mnozina je tedy {a € JA | (3A € A)(a = min A)}.

Daisledek principu vybéru: Usporadani kardinali podle velikosti je dobré.

Diikaz: Kazdému kardinalu x prifadme nejmensi ordinal « takovy, Ze mnoZinu A kardinality x lze
dobfe uspofadat podle typu « (viz §5.2), tj. ze IF: A + [0,a); nazyvame jej inicidlni ordindl v,
kardinality . (Ten existuje, nebot dle Zermelovy véty lze A dobfe usporadat; tedy mnozina ordinald,
jez jsou typy dobrych usporadani A, je neprazdna; tedy existuje nejmensi takovy, jelikoz ordinaly jsou
dobfe uspofadané. Rozmyslete, Ze ¢, nezavisi na volbé mnoziny A mohutnosti x — uvazte bijekce mezi
mnoZzinami té%e mohutnosti.)

Tim mame bijekei Card na inicialn{ ordinaly, ktera je zjevné izomorfizmem vii¢i usporadani (roz-
myslete: vétsi kardinal ma vétsi inicidln{ ordinal, jinak bychom méli bijekci mezi riznymi kardinali-
tami). Dobré usporadani inicidlnich ordinala se tak prenasi na usporadani kardinali.

Dausledky:
e Usporadéani kardinéalnich ¢isel podle velikosti je linearni.
e Ekvivalentné pifedchozimu disledku, pro kazdé mnoZiny A, B:

— A < B nebo B <X A.
— Existuje injekce A — B nebo injekce B — A.

— Existuje injekce nebo surjekce A — B
(Viz cviceni k §4.2 — rozmyslete, jak z injekce B — A ziskat surjekci A — B.)

e Kardinaly 1ze oc¢islovat ordinalnimi ¢&isly.
(Viz §5.3 — kazdé dobré uspotradani je izomorfni po¢ateénimu tseku ordinali.)

Takové ocislovani nekonecngch kardinala se nazyva funkce N:

Ny = nejmensi nekoneény kardinal
Ny = prvnf dalsi (nejmensi nespocetny kardinal)

Ny = druhy nespocetny kardinal

N, = kardinal s w nekoneénymi predchudci
N, 4+1 = kardinal s w + 1 nekone¢nymi predchudci, atd.
Card: 0, 1, 27 ey N(), Nl, N27 ey va Nw+1; ey NW.Q, .........

Inicialni ordinél kardinality X, se oznacuje wq; tj.:

Wy = w
w1 = prvni ordinal s nespocetné pfedchtdci

wo = prvni ordinal s Ny predchudci

w,, = inicialn{ ordinél kardinality X, atd.



(Ordinaly w, rovnéz &isluji kardinaly — napf. N, je prvni kardinal s nespocetné piedchézejicimi
kardinalitami; jeho inicialni ordinal je wy,,.)

Vybrané vlastnosti inicidlnich ordinali — viz cviceni.

Prifazeni k — ¢, je bijekce mezi kardinaly a inicialnimi ordinély. Kardinaly lze proto ztotoznit
s inicidlnimi ordinély, coz se obvykle €ini (viz §6.3); pak Card C Ord (je v8ak stéle tieba rozlisovat
kardinalni aritmetiku od ordinalni!).

Dalsi ekvivalentni formulace Cantorovy hypotézy kontinua (s principem vybéru):
c=Ny, 2% =N, IJ; =R,.
(CH tika, 7e mezi Ry a ¢ = 280 = J; neni zadny dalsi kardinal, tedy 7ze ¢ = J; = N;.)
Zobecnéna Cantorova hypotéza kontinua (GCH): P#{mé néslednictvi plati nejen pro Jy a Iy,
ale i pro v8echny dalsf mohutnosti 3, — nejsou mezi nimi zadné dalsi kardinaly:
GCH: Jo =N, (ekvivalentng: 2% =N,.;) pro viechna o € Ord.

GCH ur¢uje hodnoty kardinalnich mocnin a implikuje princip vybéru, je ale stejné jako CH a prin-
cip vybéru nedokazatelna (Cohen 1963—4) a nevyvratitelna (Godel 1940) z ostatnich principid teorie
mnozin. (Tyto vysledky vyrazné prevysuji ramec kurzu, jejich dikazy jsou nicméné uvedeny v Balca-
rové a Stépankové knize; tam se lze poucit i o dalSich nezéavislych tvrzenich teorie mnozin, napf. tzv.
nedosaZitelnych kardinalech.)

Card s GCH: 0,1,2,..., N()::(), C:Nl ::1, NQZJQ, ey Nw::w; .........
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§6. Univerzum mnozZin

§6.1 Zermelovo kumulativni univerzum mnozin

Problém: Jak poznat mnozinu od vlastni t¥idy? (éekat, zda se objevi spor, je nepraktické.)

Idealné bychom chtéli, aby kazda vlastnost vydélovala mnozinu (to v8ak vime, Ze nejde: nékteré vlast-
nosti vydéluji vlastni t¥idy).

Naivni princip komprehenze: Kazda dobfe definovana vlastnost p(z) vydéluje mnozinu {z |
o(x)} téch prvka, které ji spliiuji.

Pozorovani: Naivni princip komprehenze vede ke sporu.

Diikaz: Vidéli jsme, Ze vlastnosti byt mnozinou (§4.4), byt kardinalem (§4.5) ¢i ordinalem (§5.1) vy-
déluji vlastni t¥idy — predpoklad, ze vydéluji mnoziny, vedl ke sporu.

Jednodussi dikaz (Russelliv paradox): tiidda R = {X | X ¢ X} je vlastni — dle jeji definice je
Re R+« R¢ R = spor.

ReSeni: Matematici si v8imli, Ze nékteré mnozinové konstrukce (napf¥. sjednoceni, potence, zdména
prvka ¢i predpoklad, Ze N je mnozina) je nikdy ke sporu nedovedly.

Opatrné komprehenzni principy:
1. N je mnozina.
2. Je-li A mnozina, pak potence Z(A) je mnoZina.
3. Je-li A mnozina mnozin, pak sjednoceni | J.A je mnoZina.
4

. Je-li A mnoZina a ¢(z,y) formule urcujici funkei, pak {y | (3z € A)¢(x,y)} je mnoZina.

Dausledky opatrnych komprehenznich principt: (Dtikazy = obtiZnéjsi cvideni.)
1. Je-li A mnozina a ¢(z) formule, pak {z € A | ¢(x)} je mnozina.
2. Kone¢né mnoho libovolnych prvka zq, ..., z, tvoff mnozinu {z1,...,2,}.
3. Jsou-li A, B mnoziny, pak AU B, AN B, A~ B, A x B, AP jsou mnoziny.
4. Je-li A+# 0, pak (A je mnoZina.
5. Z,Q,R,R™ Z(R) atp. jsou mnoZiny.
6. Kazda shora omezena tiida ordinala ¢ kardinédla je mnozina.

Opatrné komprehenzni principy se tak zdaji dostacovat pro vétSinu potfebnych konstrukei. Velikost
mnoZin pritom zvétsuji pouze komprehenzeni principy sjednoceni a potence. Uvazujme tedy pouze
mnoZiny, které dostaneme z () transfinitni iteraci operaci & a .



Kumulativni univerzum mnozin: Bud U libovolnd mnoZina urelementt (prvki, jeZ nejsou mno-
Zinami). Kumulativni univerzum mnoZin nad U je definovano transfinitni rekurzi:

W(U)=U
Var1(U) = 2 (Va(U))
U) = | vs(0)
B<A
Vi) = | ValU)
aeOrd

Prvky Vo (U) jsou urelementy, prvky Vi (U) jsou mnoziny urelementt, prvky V5(U) jsou mnoziny
mnozin urelementit atd. Rank mnoziny A € V(U) je nejmensi « takové, ze A C V,(U) (tj. ze A €
Va+1(U)). Prvky V,,(U) jsou vzdy prvky & mnoziny (mnozin) z niz8ich drovni hierarchie (niz$iho
ranku). Lze ukazat, ze V(U) spliwje vSechny opatrné komprehenzni principy, princip extenzionality,
princip vybéru (pokud jej pro mnoZiny predpokladame) i princip fundovanosti.

Kumulativni univerzum ryzich mnoZin: Specialni pfipad V(§)) = von Neumannovo kumulativni
univerzum ryzich mnoZin (obsahuje pouze mnoZiny mnoZin).
Pozorujte:
o [Vo(0)] =0, |Vup1(0)] =2""OF <R pron <w, [Vu(@)] =21, pro a> w.
e V(D) CV(U)
o V3(U') CVoqp(@) proU ~ U’ CV,(0) a|U| <3y; tj. V(U) lze reprezentovat ve V(D)
(snadné diikazy transfinitni indukei). Stac¢i se tedy omezit na ryzi mnoZiny.

Teorie ZFC, jeZ bude uvedena v §6.2, (netiplné) axiomatizuje pravé kumulativni univerzum ryzich
mnozin: objekty teorie ZFC jsou pouze mnoziny, jakékoli nemnozinové prvky (napf. ¢isla) jsou v ni
reprezentovany vhodnymi mnoZzinami (viz §6.3).
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§6.2 Axiomaticka teorie mnozZin

Definice: Zermelova-Fraenkelova teorie mnozin s axiomem vgbéru (ZFC) je axiomatickd teorie v
klasické prvoradové logice s rovnosti, s jedinym binarnim predikiatem € a axiomy:

1. Aziom extenzionality: (Vq)(¢ €Ex <> q€y) >z =y.
Znageni: x Cy=g4r (Vq)(q € x — q € y).
2. Aziom prdzdné mnoZiny: (3z)(Vq)—(q € 2).
Znaleni: z = 0.
3. Aziom dvojice: (Vz)(Vy)(32)(V@)(q € z > q=a V ¢ =y).
Znageni: z={x,y}, {z}=ar {z,z}.
4. Aziom sjednocent: (Vz)(3z)(q € z +» (3u)(q € u A u € z)).
Znaceni: z=Jz, uwUv =g J{u,v}.
5. Aziom potence: (Vx)(32)(Vq)(q € z <> ¢ C ).
Znaceni: z= Z(x).
6. Aziom nekonecna: (3z)(0 € 2 A (Vq)(q € z — qU{q} € 2)).
7. Schéma aziomd vydéleni: (Vx)(32)(Vq)(q € 2z > g € x A ¢(q))
Znateni: z={qez|¢(q}, zNy={¢ez|qey}
8. Schéma axiomi nahrazeni:
(Vu) (Vo) (Yw) (w(u,v) A Y(u,w) = v = w) —
(Vz)(32) (Vo) (v € 2z <> (u)(u € z A Y(u,v))).
9. Aziom fundovanosti: (Vx)(z #0 — Su)(u € x Auna =10)).
10. Aziom vybéru:
(Vz) (0 ¢ z A (Vu)(Vo)(uez AveEzAuFv—unv=0)—
(F2)(Vu)(u € x = (Fq)(unz = {q})))-
Poznamky:

e Axiomy ZFC zachycuji jednotlivé mnozinové principy, které byly probirany na prednasce: 1

= princip extenzionality (§3.1); 9 = princip fundovanosti (ekvivalentni formulace, §3.3); 10 =
princip vybéru (§5.4); 2-8 = principy opatrné komprehenze a jejich dusledky (§6.1; axiom 6 je
ekvivalentni tvrzeni, Ze N je mnoZina).

e 7 a8 jsou schémata axiomi: pro kazdou formuli ¢ resp. ¢ jazyka teorie mnozin z nich dostaneme

jeden axiom. (ZFC méa tedy nekonecné mnoho axiomi.)

e Axiomy nejsou nezavislé: 2 plyne z 6; 3 plyne z 2+5+8; a 7 plyne z 8. K axiomatizaci ZFC tedy

sta¢i axiomy 1, 4, 5, 6, 8, 9 a 10.

e Studuji se i rizné variace ZFC (napi. ZFC + GCH nebo ZF = ZFC bez axiomu vybéru) a jiné

axiomatiky; ZFC je v8ak v souCasnosti nejobvyklejsi axiomatizaci teorie mnozin.



(LOTEM 2016/17, handout k §6.3)

§6.3 Reprezentace matematickych objektt v ZFC

Problém: Jsou-li jedinymi objekty teorie ZFC mnozZiny, je t¥eba ostatni matematické objekty (uspo-
fadané dvojice, ¢isla) v ZFC reprezentovat vhodnymi mnoZinami.

o Usporddané dvojice (Kuratowského definice):

<.’1?,y> =df {{$}7 {$>y}}

Plati: (z1,11) = (x2,y2) <> 21 =22 Ay1 =y2 (viz cvieni k §6.3).

e Piirozend ¢isla (von Neumannova definice): Kazdé pFirozené ¢islo je ztotoZnéno s mnozinou
svych predchudcu, tj.:

0=10

1={0} = {0}

2={0,1} = {0.{0}}

3= {07 1v2} = {@, {®}7 {(Z)’ {0}}}

atd., vady n +1=nU {n}.

Mnozina N v8ech pfirozenych ¢isel je definovana jako nejmensi induktivni mnozina, tj. mnozinou
obsahujici §) a s kazdym n obsahujici nU{n}. (Axiom nekone¢na ¥ika, Ze existuje néjaka induktivni
mnoZina z, prinik vSech induktivnich ¢asti z pak definuje N.)

o Celg ¢isla lze definovat jako dvojice (s,n) pro s € {—1,1} a n € N, raciondln? jako nesoudélné
dvojice celych ¢&isel, redlnd jako desetinné rozvoje ¢ili posloupnosti celych ¢isel, komplexni ¢isla
jako dvojice ¢isel realnych.

Mnoziny Z, Q, R, C lze tedy ziskat pomoci axiomu vydéleni vhodnymi podminkami z mnozin
N2 NN a NN x NN,

e Ordindlni ¢isla « € Ord jsou ztotoZnéna s mnozinami [0, ) svych pfedchidcii, tedy konecna
s piirozenymi &isly, w = N, w + 1 = w U {w} atd., vidy a + 1 = a U {a} a limitni A = {J,_, o
(Mnozina N se proto ¢asto v matematice oznacuje i w.)

Spoletna (uméla) podminka vydélujici t¥idu v8ech ordinéli je napf. tato: ordinalni éislo je tran-
zitivni mnozina « (tj. takova, Ze (Va)(z € @« — = C «)) dobie usporadana relaci €.

e Kardindlni ¢isla jsou ztotoZnéna se svymi inicidlnimi ordindly, tedy konecna s kone¢nymi ordi-
naly, Ng = w, Ny = w; atd., vady N, = wg.
Ukazuje se, ze prakticky vSechny matematické pojmy lze takto reprezentovat mnozinami a jejich

vlastnosti dokazat v teorii ZFC. Teorie mnozin ZFC tak muZe slouzit jako zdkladovd teorie pro (témér)
celou soucasnou matematiku.



