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L Pravdivostni hodnoty v klasické vyrokové logice

Pravdivostni hodnoty

V klasicke vyrokove logice uvazujeme pouze vyroky, které jsou
BUDTO pravdivé, NEBO nepravdive

Témto pravdivostnim staviim fikdme pravdivostni hodnoty
a oznacujeme je 1 (pravda) a 0 (nepravda) J

ProtoZe jsou prave dvé, fikame, Ze klasicka logika je dvojhodnotova )

Zavisi-li pravdivost vyroku na misté, ¢ase Ci okolnostech, musime je
upresnit, aby byla pravdivostni hodnota uréena J
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LPravdivostni hodnoty v klasické vyrokové logice

Dvojhodnotovost

Dvojhodnotovosti ponékud omezujeme studovany soubor vyroki

Vylu€ujeme mj. vyroky s nejasnou, neostrou ¢i neuréenou
pravdivosti:

@ o vagnich vlastnostech,
@ o budoucnosti ¢i vzdaleném vesmiru,
@ o nekoneénu,

@ o paradoxnich pojmech a neexistujich vécech, . ..

Takové vyroky bud'to nepfipoustime, nebo se tvarime, ze maji jednu
ze dvou pravdivostnich hodnot
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LPravdivostni hodnoty v klasické vyrokové logice

Dvojhodnotovost v matematice

V (klasické) matematice omezeni na dvojhodnotovost pfilis nevadi:
obvykle studované matematické vlastnosti takové jsou

Vyroky, které se do tohoto schématu nevejdou, motivuji neklasické
logiky (a na nich zaloZzenou neklasickou matematiku):

@ Konstruktivni pfistup k nekoneénu: intuicionisticka logika
@ Vagni pojmy: fuzzy logika

@ Paradoxni pojmy: parakonsistentni logika

V tomto kurzu se budeme zabyvat pouze klasickou, dvojhodnotovou
logikou
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LVy’znam vyrokovych spojek

L Negace

Vyznam negace

Stipulace: vyznam negace

Negace -A vyroku A je pravdiva, pokud je vyrok A nepravdivy; jinak
je nepravdiva

Pozor: toto neni popis vyznamu negace (deskripce), nybrz jeho
stipulativni definice (preskripce): vyznam negace takto definujeme J

Pozorovani

Pravdivostni hodnota negace zavisi pouze na pravdivostni hodnoté
negovaného vyroku.

Rikame, Ze vyrokova spojka negace je extenzionalni (angl.
truth-functional)
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LVy’znam vyrokovych spojek

L Negace

Pravdivostni tabulka negace

Pravdivostni tabulka negace

Definici vyznamu negace Ize shrnout v tabulce pojedndvajici
jednotlivé pripady pravdivosti A:

Al -A
0| 1
110

Takovymto tabulkam fikame pravdivostni tabulky vyrokovych spojek

Pozorovani

Vyznamem negace je funkce F.:{0,1} - {0,1}, zachycena
uvedenou pravdivostni tabulkou
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LVy'znam vyrokovych spojek

L Negace

Vyjadreni negace v pfirozeném jazyce

Vyjadreni negace v pfirozeném jazyce

V prirozeném jazyce negaci obvykle vyjadfujeme vazbami ,neni
pravda, ze“, pfedponou ,ne-“ apod.

Matematicky (logicky, formalni) vyznam negace nicméné neni uren
timto slovnim znénim, nybrz jiz uvedenou definici
Negaci vyroku A je vyrok -A (coz ¢teme ,neni pravda, ze A“, v takto

dohodnutém technickém vyznamu této fraze), jehoz pravdivost je
funkci F_, pravdivosti vyroku A

N
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L Negace

Formalizace vyroku prirozeného jazyka

Formalizace vyrokt prirozeného jazyka

Casto se stfetavame s inverzni tlohou: najit logickou strukturu vyroku
v pfirozeném jazyce (vyrok formalizovat)

Formalizace vyroku pfirozeného jazyka nemusi byt jasna
a jednoznacna

Ne kazdou zapornou slovni vazbu Ize adekvatné formalizovat negaci:

Dvojita negace —-A ma stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok A.
ALE: u zapornych vazeb v pfirozeném jazyce tomu tak byt nemusi
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LVy'znam vyrokovych spojek

LKcniunkce

Vyznam konjunkce

Stipulace: vyznam konjunkce

Konjunkce A A B vyrokl A, B je pravdiva, pokud jsou oba vyroky A, B
pravdive; jinak je nepravdiva

Pozorovani

| A

Pravdivostni hodnota konjunkce zavisi pouze na pravdivostnich
hodnotach konjunktd, tj. konjunkce je rovnéz extenzionalni

A\
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LVy’znam vyrokovych spojek

LKcniunkce

Pravdivostni tabulka konjunkce

Pravdivostni tabulka konjunkce
Definici vyznamu konjunkce Ize shrnout touto pravdivostni tabulkou:

A B| ArB
0 O 0 A0 1
0 1 0 Ci kompakingji: 0|0 O
1 0 0 110 1
1 1 1

Pozorovani

Vyznamem konjunkce je binarni funkce F,:{0,1}2 - {0,1},
zachycena uvedenou pravdivostni tabulkou
Rikame, Ze A je binarni vyrokova spojka (zatimco — je unarni)
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LVy'znam vyrokovych spojek

LKcniunkce

Vyjadreni konjunkce v pfirozeném jazyce

Vyjadreni konjunkce v pfirozeném jazyce

V pfirozeném jazyce konjunkci obvykle vyjadiujeme spojkami ,a“, ,i,
vazbou ,jak ..., tak ... " apod.

Opét pozor:

Matematicky (logicky, formalni) vyznam konjunkce nicméné neni
uren timto slovnim znénim, nybrz jiz uvedenou definici

Ne kazdou konjunktivni slovni vazbu Ize adekvatné formalizovat
konjunkci:

Napf. AA B ma vzdy stejnou pravdivostni hodnotu jako vyrok B A A.
ALE: v pfiroz. jazyce ,a“ Casto znamena ¢asovou naslednost apod.

V.
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LVy’znam vyrokovych spojek

LDisiunkce

Vyznam disjunkce

Stipulace: vyznam disjunkce

Disjunkce A v B vyrokl A, B je pravdiva, pokud je alespor jeden
z vyrokud A, B pravdivy; jinak je nepravdiva

Pravdivostni tabulka disjunkce

A

Disjunkce je rovnéz extenzionalni binarni spojkou, s touto
pravdivostni tabulkou:

— O <
- OO
—_

A\

Vyjadreni disjunkce v pfirozeném jazyce

V pfirozeném jazyce disjunkci obvykle vyjadiujeme spojkami ,nebo*,
,Ci“ apod. (s podobnymi vyhradami jako u -, A)

A
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LVy’znam vyrokovych spojek

LDisiunkce

Vylucovaci disjunkce

Pozorovani

Definovany vyznam v odpovida nevylucovacimu ,nebo*: disjunkce je
pravdiva, i pokud jsou oba disjunkty pravdivé

Vylucovaci disjunkce

Vylu¢ovacimu ,nebo” odpovida vyrokova spojka (znacena nékdy v i
XOR a zvana vylucovaci disjunkce €i non-ekvivalence) s touto
pravdivostni tabulkou:

- ol
- o|o
O_L_L

V pfirozeném jazyce je vyluCovaci disjunkce obvykle vyjadfovana
vazbami ,bud A, (a)nebo B*, ,A, nebo B“ (s ¢arkou) apod.

N
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LVy’znam vyrokovych spojek

leplikace

Vyznam implikace

Stipulace: vyznam implikace
Implikace A — B je nepravdiva, pokud je vyrok A pravdivy a vyrok B
nepravdivy; jinak je pravdiva

Pravdivostni tabulka implikace
Implikace je extenzionalni binarni spojkou s pravdivostni tabulkou:

A B|A-B

0 0] 1 S0 1
0 1 1 o 01 1
1 0| 0 110 1
1 1 1

A nazyvame antecedentem a B konsekventem implikace A - B
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LVy'znam vyrokovych spojek

leplikace

Vyjadreni implikace v pfirozeném jazyce

Vyjadreni implikace v pfirozeném jazyce

V prirozeném jazyce implikaci obvykle vyjadfujeme vazbami:
@ ,jestlize A, pak B, ,pokud A, pak B“, ,kdyz A, tak B*,
@ B, jestlize A%, ,B, pokud A“, ,B, kdyz A“, ,B tehdy, kdyz A*,
@ A jen kdyz B, apod.

Pozor na smér implikace u spojek ,jestlize®, ,pokud®, ,kdyz*! |
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LVy’znam vyrokovych spojek

leplikace

Materialni implikace

Vyznam implikace (v logice a matematice) je vysoce technicky,
a velmi malo odpovida vazbé ,jestlize—pak* pfirozeného jazyka:

Pozorovani

@ Implikace je vzdy pravdiva, je-li antecedent nepravdivy

@ Implikace je vzdy pravdiva, je-li konsekvent pravdivy

@ Mezi antecedentem a konsekventem nemusi byt zadny
(kauzalni, divodovy, nutnostni aj.) vztah, aby byla implikace
pravdiva: zalezi pouze na jejich pravdivostnich hodnotéch

Rikame, Ze jde o tzv. materialni implikaci.
Jinymi implikacemi (napf. strikini = nutnou) se klasicka vyrokova
logika nezabyva (zkoumaji se nap¥. v modalni logice)
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LVy'znam vyrokovych spojek

L Ekvivalence

Vyznam ekvivalence

Stipulace: vyznam ekvivalence

Ekvivalence A < B vyroku je pravdiva, pokud maji vyroky A, B
stejnou pravdivostni hodnotu; jinak je nepravdiva

Pravdivostni tabulka ekvivalence
Ekvivalence je extenzionalni binarni spojkou s pravdivostni tabulkou:

< |0 1
01 0
110 1

A
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LVy'znam vyrokovych spojek

L Ekvivalence

Vyjadreni ekvivalence v pfirozeném jazyce

Vyjadreni ekvivalence v pfirozeném jazyce

V pfirozeném jazyce ekvivalenci obvykle vyjadfujeme vazbami: ,A,
pravé kdyz B, ,A, kdyz a jen kdyz B“, ,A tehdy a jen tehdy, kdyz B*
atp. (V angl. zkracovano umélou spojkou iff, za ,if and only if)

Rovnéz vyznam ekvivalence (v logice a matematice) je vysoce
technicky: opét mezi A a B nemusi byt Zadny vztah, zalezi pouze na
jejich pravdivostnich hodnotéch (jde o materialni ekvivalenci).

i A

Pozor narozdilmeziA—- B,B—-AaA< B
(,Kdyz A, pak B“, ,A, kdyz B a ,A, pravé kdyz B“)

N
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LVy'znam vyrokovych spojek

L giné vyrokové spojky

Neextenzionalni vyrokové spojky

Pozorovani
VSechny dosud uvedené vyrokové spojky jsou extenzionalni.

Priklad neextenzionalni spojky

Spojka OA ,nutné A“ neni extenzionalni: jeji pravdivostni hodnota
neni funkci pravdivostni hodnoty A

Klasicka vyrokova logika se zabyva pouze extenzionalnimi
vyrokovymi spojkami.

Neextenzionalni spojky (jako ,nutné“, ,mozna“ apod.) se zkoumaji
v rozSifenich vyrokové logiky (napf. v tzv. modalnich logikach)
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LVy’znam vyrokovych spojek

L giné vyrokové spojky

Ternarni vyrokové spojky

Pozorovani
V8echny dosavadni spojky byly nejvyse binarni.

Priklad ternarni spojky

Smysluplny pfiklad ternarni spojky je A? B: C, ,jestlize A, pak B,
jinak C*, s pravdivostni tabulkou:

A B C|A?B:C

0 0 O 0

0O 0 1 1

0 1 0 0

o 1 1 1

1 0 0 0

1 0 0

1 1 0 1

1 1 1 1
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LPravdivcstnl’ hodnoty slozenych vyroku

Slozené a atomické vyroky

Pravdivostni hodnoty slozenych vyroki

Rekurzivni aplikaci pravdivostnich tabulek vyrokovych spojek
dokazeme urcit pravdivostni hodnotu libovolného slozeného vyroku,

tj. vyroku poskladaného pomoci uvedenych (extenzionalnich)
vyrokovych spojek z atomickych vyrokd,
tj. vyrokd pomoci vyrokovych spojek dale neanalyzova(tel)nych

Upozornéni

| \

Pravdivostni tabulky zakladnich vyrokovych spojek (-, A, v, =, <)
bude tfeba znat zpaméti.
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LPravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Formule vyrokové logiky

Atomické vyroky znacime vyrokovymi promeénnymi p, q,r, ...
Slozené vyroky zapisujeme formulemi vyrokové logiky, vyznacujicimi
aplikaci vyrokovych spojek na atomické vyroky

Poradi aplikace vyrokovych spojek vyzna¢ujeme zavorkami

Pro uSetfeni zavorek ma prednost: - pred A, v, a ty pred —, <

Formule (p A Q) — —q vyjadfuje implikaci mezi konjunkci atomickych
vyrokll p a q a negaci atomického vyroku q. V pfirozeném jazyce
bychom tento vyrok vyjadrili: ,jestlize p a g, pak neni pravda, ze g*“.

VsSimnéte si, ze v pfirozeném jazyce nemame k dispozici zavorky.
Pokud prioritu operaci nevyjadfime opisem, dojde k viceznaénosti.
spoaqgnebor ... pa(gvr)vs.(parq)vr.
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LPravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Pravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Méjme pravdivy atomicky vyrok p a nepravdivy atomicky vyrok q.
Pravdivostni hodnotu vyroku (p A q) - -g urCime podle
pravdivostnich tabulek takto:

@ Vyrok p A g ma pravdivostni hodnotu 1 A0 = 0
@ Vyrok ~g ma pravdivostni hodnotu -0 = 1 (spravnéji: F.(0) = 1)

© Tedy vyrok (p A @) -~ ~q ma pravdivostni hodnotu
(1A0) > (-0)=0-1=1

| \

Kompaktni zapis a vypocet

Kompaktnéji Ize vypocet pravdivostni hodnoty provést takto:

(P A g ) - - q
1 0 0 1 1 0
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LPravdivcstnl’ hodnoty slozenych vyroku

Pravdivostni hodnota atomickych vyroku

Pozorovani

Jediné, co k ur¢eni pravdivostni hodnoty slozeného vyroku
potfebujeme védét, jsou pravdivostni hodnoty atomickych vyrokd

| A

Upozornéni

Tim, jaké jsou pravdivostni hodnoty atomickych vyrokd, se logika
nezabyva.

To je starosti empirickych véd (u empirickych vyroki), pfijatych definic
(u analytickych vyroku) apod.

v

Pravdivostni hodnoty atomickych vyrok( povazuje logika za dané. )
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LPravdivcstnl’ hodnoty slozenych vyroku

Pravdivostni hodnoty vyrokovych proménnych

Obecnéjsi pohled

Vyrokova logika se ani nestara, ktery konkrétni atomicky vyrok
vyrokova promenna zastupuje

| 5\

Proc?

Pro pravdivostni hodnotu slozeného vyroku zélezi pouze na
pravdivostnich hodnotach atomickych vyroku; nikoli na tom, jaké
konkrétni vyroky to jsou.

(Vzpomente: spojky klasické vyrokové logiky jsou extenzionalni)

\

Zalezi tedy pouze na prirazeni pravdivostnich hodnot vyrokovym
proménnym

A\
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LPravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Ohodnoceni vyrokovych proménnych

Ohodnocenim vyrokovych proménnych (kratce: ohodnocenim)
rozumime pfifazeni pravdivostnich hodnot (0 ¢i 1) vSem vyrokovym
proménnym (p, q,r,...).

Tj. zobrazeni e:Var - {0, 1}, kde Var je mnozina vSech vyrokovych
proménnych (obvykle nekone¢na spocetnd)

Vyrokova logika se zabyva:
@ Pravdivostnimi hodnotami vyrokl pfi daném ohodnoceni
©Q Zakonitostmi platnymi pti libovolném ohodnoceni

Na toto rozliSeni budeme neustéle narazet. Je treba obé situace
nezameénovat.
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LPravdivcstnl’ hodnoty slozenych vyroku

Ohodnoceni formuli klasické vyrokové logiky

Ohodnoceni vyrokovych proménnych jednoznacné urcuje
pravdivostni hodnoty vS§ech formuli vyrokové logiky.

Indukci podle stavby formule, s vyuzitim faktu, Zze v8echny spojky
klasické vyrokové logiky jsou extenzionalni.
(Detaily nudné a trivialni, vynechame. Tvrzeni je v podstate zfejmé.)

Pravdivostni hodnotu formule ¢ pfi ohodnoceni e budeme znacit ||| .
(V literature ¢asto znaceno prosté e(y).)
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LPravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Tarského podminky pravdivosti

Tarského podminky

Pravdivostni hodnoty vyroku pfi ohodnoceni e splfuji tyto rekurzivni

podminky (pomoci nichz je poCitame), zvané Tarského podminky
pravdivosti:

I-¢lle = F-(lelle)
le Adlle = Fallele, lele)
levale = Fullele, l®le)
le = ¥lle = F-(lele, %)
lo < blle=Falleles 1¥le)
Iple = e(p)

kde p je libovolna vyrokova proménna, ¢, v jsou libovolné vyrokové
formule a F_, F., F,, F_., F, jsou pravdivostni funkce spojek

AV, ey
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LPravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Pravdivostni funkce formuli

Pravdivostni hodnota formule zavisi jen na vyrokovych proménnych
v ni obsazenych.

Indukci podle stavby formule. (Tvrzeni je v podstaté ziejmé, detailni
dikaz nudny a trivialni, rovnéz vynechame.)

| A

Dusledek

Nejen vyrokové spojky, ale i vSechny formule vyrokové logiky maji
své pravdivostni tabulky, pfifazujici pravdivostnim hodnotam v nich
vystupujicich vyrokovych proménnych pravdivostni hodnotu celé
formule.
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LPravdivostni hodnoty slozenych vyroku

Vypocet pravdivostni funkce formule

Pravdivostni tabulku formule (p A @) — —~q vypocitdme postupné (,po
podformulich®) takto:

P gl pPrg -q| (pPrg)~-q
0 o| 0 1 1
0 1| 0o o 1
1 0 0 1 1
1 1 1 0 0

Kompaktnéjsi zapis a vypocet (zvl. u delSich formuli):

P gl A @ - - q
0 0 0 T 1
0 1 0 10
1 0 0 1 1
11 1 0 0
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LPravdivcstnl’ hodnoty slozenych vyroku

Pravdivostni funkce formuli

Jinak feceno

Kazda formule ¢ klasické vyrokové logiky ma svou pravdivostni funkci
F,:{0,1}Va"(®) - (0,1}, kde Var(y) c Var je mnoZina vyrokovych
proménnych vyskytujicich se ve ¢

Protoze klasické vyrokové logice zalezi pouze na pravdivostnich
hodnotach vyrokd, Ize (v jejim ramci) funkci F, chapat jako vyznam
formule ¢ klasické vyrokové logiky
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L Logicka ekvivalence

Osnova
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L Logicka ekvivalence

Logicky ekvivalentni formule

Pozorovani
VSimnéte si: formule -((p A g) — =g) ma stejnou pravdivostni tabulku
jako konjunkce p A @

Protoze vyznamem formule v klasické vyrokové logice je jeji

pravdivostni funkce (tabulka), maji vyrokové formule se stejnou

pravdivostni funkci tyz vyznam.

Budeme fikat, Ze jsou (logicky) ekvivalentni a psat p = 1) |
pikgd |

Formule -((p A g) — -q) a p A g jsou logicky ekvivalentni,

~((prg) > -q)=prq |
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L Logicka ekvivalence

Logicka ekvivalence vyroku

Formule ¢, v klasické vyrokové logiky jsou logicky ekvivalentnt,
maji-li pfi vSech ohodnocenich stejnou pravdivostni hodnotu
(pficemz zéalezi jen na ohodnoceni vyrok. proménnych v nich vystupujicich)

Znaceni: p =1

Jsou-li formule ¢, v logicky ekvivalentni, pak i o vyrocich
reprezentovanych témito formulemi fikdme, ze jsou logicky
ekvivalentni

Vyroky ,Jestlize 5 je liché &islo, pak 52 je liché &islo® a ,Jestlize 52
neni liché &islo, pak 5 neni liché Cislo“ jsou logicky ekvivalentni.
(Ovétte.)
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L Logicka ekvivalence

Ekvivalence vs. ekvivalence

@ Ekvivalence (spojka) mezi vyroky, A < B

= stejna pravdivost pfi daném ohodnoceni
@ (Logicka) ekvivalence vyroku, A= B

= stejna pravdivost pfi vSéech ohodnocenich

@ (p—q) < (g— p) je formule/vyrok
(v nékterych ohodnocenich pravdivy a v jinych nepravdivy)

@ (p—q) =(q - p) je tvrzeni o vztahu dvou formuli/vyroku
(nepravdive)

Oboji spolu Uzce souvisi (uvidime jak), jde ale o rozdilné véci




Sémantika vyrokové logiky

L Logicka ekvivalence

K ¢emu je logicka ekvivalence

Logicky ekvivalentni vyroky maji stejnou pravdivostni hodnotu, at' uz
je pravdivost atomickych vyrok( v nich vystupujicich jakakoli ’

Je-li tedy vyrok A pravdivy, a vime-li, Ze vyrok B je s nim logicky
ekvivalentni, pak vime, Ze i vyrok B je pravdivy. l

Toho Ize vyuzit napf. v (matematickych) dikazech )

A > B=-B - -A (ovéitel).

K dlikazu pravdivosti vyroku A — B tedy staci dokazat pravdivost
vyroku =B — -A (coz je nékdy jednodussi).

Této metodé dukazu se v matematice fika dikaz nepfimy

Vice o metodach dliikazu pozdéji (u pojmu logického dusledku)




Sémantika vyrokové logiky

L Logicka ekvivalence

Rozhodnutelnost logické ekvivalence

Pozorovani

Logickou ekvivalenci vyrokovych formuli v klasické vyrokové logice
umime mechanicky rozhodnout (vypoctenim a porovnanim
pravdivostnich tabulek)

Veéta: Logicka ekvivalence vyrokovych formuli v klasické vyrokové
logice je algoritmicky rozhodnutelny problém

MuizZe to ale byt hodné pracné (pravdivostni tabulka formule s n
vyrokovymi promeénnymi ma 2" fadku)

(Véta: Logické ekvivalence v klasické vyrokové logice je coNP-Uplny
problém)

Proto je uzite¢né znat nejcastéji pouzivané logické ekvivalence
a umét pomoci nich logicky ekvivalentni vyroky odvozovat




Sémantika vyrokové logiky

L Logicka ekvivalence

Vlastnosti logické ekvivalence

Pozorovani

Logicka ekvivalence vyrokl ma (mj.) tyto vlastnosti (zddvodnéte!):
@ ¢ = ¢ (reflexivita)
Q@ je-li p =1, pak také ¢ = ¢ (symetrie)
@ je-lip=v ay =y, pak ¢ = x (tranzitivita)

Tj. = je relaci ekvivalence na formulich (a indukuje rozklad mnoziny
vSech vyrokovych formuli na vzajemné disjunktni tfidy logicky
ekvivalentnich formuli)

Diky tranzitivité mizeme psat ¢ =4 = x = ... a odvozovat logickou
ekvivalenci formuli v postupnych krocich




Sémantika vyrokové logiky

L Logicka ekvivalence

Véta o substituci

Véta (o substituci)

Necht ¢ je podformuli formule ¢ a necht ¢ = ¢’. Necht ¢’ je formule
vytvofena z ¢ nahrazenim nékterych (nebo vSech) vyskytt
podformule ) ve ¢ formuli ¢'. Pak ¢ = ¢’

Kompaktnéji: Pokud ¢ = o', pak ¢[v] = p[¢'] (Ci: ¢ = ¢[v'[1])

Ve formulich tedy mdzeme volné nahrazovat ekvivalentni podformule ]

Je nutno vyjasnit pojem podformule = Ukol syntaxe vyrokové logiky
(odlozime do vykladu syntaxe, zatim je intuitivné ziejmy)

Dukaz véty o substituci

Zdlvodnéte sami (na zakladé extenzionality, pomoci pravdivostnich
tabulek za€astnénych formuli)
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L Logicka ekvivalence

Dulezité pripady logické ekvivalence

Pozorovani

Plati nasledujici logické ekvivalence (vSechny ovéfrte):
@ A=ANA=AVA=--A=-A-A
@ AAB=BArA, AvB=BvA (komutativita A, V)

@ (AAB)AC=AA(BAC), (AvB)vC=Av(BvC)
(asociativita A, v — mUzeme vynechavat zavorky)

@ AAN(BvC)=(AAB)V(AAC), Av(BAC)=(AvB)A(AvO)
(distributivita A a v — vzdjemna)

o _|(A/\B)E_|AV_|B, ﬂ(AVB)EﬂA/\—!B
(De Morganovy zakony)

@ A- B=-B - -A (kontrapozice)
@ A-(B—-C)=AAB— C (reziduace)
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L Logicka ekvivalence

Vzajemna definovatelnost spojek

Pozorovani

Plati nasledujici logické ekvivalence (vSechny ovérte):
@ A-B=-AvB
@ AAB=-(-Av-B)
@ AvB=-(-Ar-B)
@ A«-B=(A->B)A(B—A)
V dusledku toho plati napf. také (rovnéz ovérte):
@ A->B=-(Ar-B)
@ AAB=~(A- -B)
@ AvB=-A-B
@ A~ B=(ArB) v (-Ar-B)




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Osnova

e Funkéni uplnost



Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Kolik je treba spojek?

Je tfeba definovat jeSté dalSi extenzionalni vyrokové spojky, nebo
nam uz ty dosavadni staci?

Nota bene:
VSech extenzionalnich spojek, tj. funkci {0,1}" — {0,1}, je
nekone&né mnoho (22" pro kazdou aritu n)

| A

i A

Nékteré mohou byt definovatelné pomoci jinych.

(Tj. vyjadritelné logicky ekvivalentni formuli.)

N




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Definovatelnost spojek

@ Vzpomerite: v Ize definovat pomoci A a —,

Av B=-(-AAr-B)

@ Ternarni spojka ? : je definovatelna pomoci A, — a - (ovérte!):
A?B:C=(A-B)An(-A- C)
Existuje néjaka (nejlépe mald) sada extenzionalnich vyrokovych

spojek, pomoci nichz by jiz byly definovatelné vsechny extenzionalni
vyrokové spojky?

A




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Definovatelnost pomoci A, v, -

Kazdou extenzionalni vyrokovou spojku Ize definovat pomoci A, v, -

Demonstrace

Mejme libovolnou n-arni extenzionalni vyrokovou spojku ¢, tj. danou
pravdivostni tabulkou o 2" fadcich.

Sestrojime formuli obsahujici pouze spojky A, v a —, ktera ma stejnou
pravdivostni tabulku jako c.

Tato formule bude disjunkci formuli zachycujicich fadky pravdivostni
tabulky, v nichz ¢ dava hodnotu 1.

(Ukazeme na prikladu, obecny postup bude ziejmy.)




Sémantika vyrokové logiky

LFunkéni uplnost

Definovatelnost pomoci A, v, - (pokracovani)

Demonstrace — pokracovani
Napf¥. za takovéto radky pravdivostni tabulky:

O O O O’
- o O ol

—- O = O~

c
7
1
0
1

zaradime do formule disjunkty:
(=PpA=QA=F)V(=PA=QAT)V(=PAQAT)V...,

popisujici hodnoty vyrokovych proménnych na 1., 2. a 4. z uvedenych
radku (za 3. radek nezarazujeme nic, nebot v ném ¢ dava hodnotu 0)

v




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Definovatelnost pomoci A, v, - (dokonceni)

Demonstrace — dokonceni

Sami zdlvodnéte, pro¢ ma vysledna disjunkce stejnou pravdivostni
tabulku jako spojka c.

Kdy tento postup nebude fungovat?

Dava-li ¢ na kazdém radku své pravdivostni tabulky hodnotu 0 — pak
do vysledné disjunkce nezaradime zadny disjunkt, a nesestrojime tak
zadnou formuli.

V takovém pfipadé pouzijme nahradni formuli p A —p.
(Opét zdlvodnéte, pro¢ ma v tomto pripadé stejnou pravdivostni
tabulku jako c.)




Sémantika vyrokové logiky

LFunkéni uplnost

Definovatelnost pomoci A, v, - (pfiklad)

Vyrokovou spojku NAND s pravdivostni tabulkou:

P g | NAND
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

vyjadfime pomoci A, v, - podle popsaného postupu takto:
PNAND g = (-pA-q) Vv (-PAQ)V(PAr-q)

(Neni to ovSem nejSikovnéjsi vyjadreni: overte, ze také
PNAND g = —~(p A q), odkudz ndzev NAND = not-and)




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Funkéni uplnost

Rekapitulace:

V8echny extenzionalni spojky (libovolné arity n > 1) Ize definovat
pomoci téchto tfi: A, v, =

Rikame, Ze mnozina spojek {A, Vv, -} (resp. odpovidajicich funkci
{FA, Fy, F_}) je funkéné Uplna.

Existuji i jiné (mensi?) funkéné Uplné mnoziny spojek?
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LFunkc‘:m’ uplnost

Funkcéné uplné mnoziny spojek

Vzpomerite:
v Ize definovat pomoci A a -: Av B=-(-AA-B)

Tedy jiz mnozina spojek {A, -} je funkéné Uplna.

| A

Priklady dalsich funkc¢né uplnych mnozin spojek

Podobné jsou funkéné Uplné napf. nasledujici mnoziny spojek
(dokazte — napt. jejich pomoci definujte A a -):

° {V’ _‘}
° {_)7 _‘}

@ {NAND}

@ {NOR}, kde ANOR B =-(Av B) (v prir. jazyce: ,ani A ani B*)

4



Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Funkcéné neuplné mnoziny spojek

Posledné uvedené mnoziny spojek jsou minimalni funk¢né Uplné
mnoziny: zadna jejich vlastni podmnozina jiz funkéné Uplna neni

Jak dokazat funkéni neuplnost?

Najdéte invariant generované mnoziny spojek
= vlastnost zachovavanou aplikaci vS§ech spojek z mnoziny, kterou ale
néktera extenzionalni vyrokova spojka arity n > 1 nema

4

{A, v} neni funkéné Uplna mnozina spojek

Napoveda: pri ohodnoceni vSech vyrokovych proménnych hodnotou
0 bude mit kazda formule obsahujici jen spojky A, v hodnotu 0

A\




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Nularni spojky

Nularni spojky

Nularni extenzionalni vyrokové spojky prifazuji jednu z pravdivostnich
hodnot bez vstupnich argumentt

V klasické vyrokové logice jsou 2:
@ T, s pravdivostni funkci F;() = 1
@ ., s pravdivostni funkci F () =0

Nazyvaji se téz pravdivostni konstanty

Formule T je pfi kazdém ohodnoceni pravdiva, formule 1 nepravdiva

4




Sémantika vyrokové logiky

LFunkc‘:m’ uplnost

Definovatelnost nularnich spojek

Pozorovani
@ T=A->A=Av-A=-(Ar-A) =A-A=-1

o J_E—\TEA/\—!AE...

| A

Subtilni distinkce
T =p - p, avsSak:

@ F je nularni funkce, zatimco
@ pravdivostni tabulka p — p je konstantni unarni funkce
Tedy: logicka ekvivalence # funkéni definovatelnost

Odtud drobny rozdil mezi funkéni Uplnosti a logickou definovatelnosti
(ktery zde zanedbame)

A\




Sémantika vyrokové logiky

L Disjunktivni a konjunktivni normalni forma

Osnova

e Disjunktivni a konjunktivni normalni forma



Sémantika vyrokové logiky

LDisjunktivni a konjunktivni normalni forma

Disjunktivni normalni forma

Pozorujte

Formule zkonstruovana v demonstraci definovatelnosti vSech
extenzionalnich spojek pomoci A, v, -~ méla velmi specialni tvar:
byla disjunkci konjunkci atomu ¢i negaci atomu

Terminologie

@ Literal = atom (pozitivni literal) ¢i jeho negace (negativni literal)

@ Elementarni konjunkce = konjunkce literald

@ Disjunktivni normalni forma (DNF) = disjunkce elementarnich
konjunkci

@ Uplna DNF = DNF, v niz se kazd4 vyrokova proménna vyskytuje
pravé jednou v kazdé elementarni konjunkci

N




Sémantika vyrokové logiky

LDisjunktivni a konjunktivni normalni forma

Existence DNF

Dusledek

Demonstrace definovatelnosti vSech extenzionalnich spojek pomoci
A, V, - zaroven ukazuje, ze kazda formule je ekvivalentni néjaké
formuli v disjunktivni normalni formé

(a u spinitelnych formuli, tj. jejichz pravdivostni tabulka dava v alespon
jednom radku hodnotu 1, dokonce v Uplné DNF)

Prevod formule na DNF

@ Rozepsani —, < (v, NAND, NOR...) pomoci A, Vv, -

© Presunuti negaci k atomiim opakovanou aplikaci De Morganovych
zakonu

© Eliminace nasobnych negaci pomoci zakona dvojné negace
© Distribuce A pres v

Pozor: miZze to formuli az exponencialné prodlouZit
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LDisjunktivni a konjunktivni normalni forma

Konjunktivni normalni forma

Pozorujte

Provedeme-li v poslednim kroku prevodu formule na DNF naopak
distribuci v ptes A, dostaneme konjunktivni normalni formu (CNF),
tj. konjunkci disjunkci literald

Existenci (analogicky definované) tplné CNF pro kazdou formuli ¢,
ktera je pfi alespon jednom ohodnoceni nepravdiva, dostaneme
aplikaci De Morganovych zakonu (a zakona dvojné negace) na
Uplnou DNF formule —¢

CNF je dllezita napf. v logickém programovani, nebot elementarni
disjunkce jsou ekvivalentni implikaénim klauzim Ay A...A A, > B
literalll (jejich konjunkce je tedy napf. logickou formou bazi pravidel
v Prologu apod.)




Sémantika vyrokové logiky

LDisjunktivni a konjunktivni normalni forma

De Morganova Dualita

Pozorujte

Zameéna vSech 0 za 1 a naopak prevede:
@ pravdivostni tabulku A na pravdivostni tabulku v
@ pravdivostni tabulku v na pravdivostni tabulku A
@ pravdivostni tabulku — na sebe samu

= De Morganova dualita

Projevem De Morganovy duality je i vztah Gplné CNF formule ¢
a Uplné DNF formule —¢

Véta o dualité

Necht formule ¢ obsahuje pouze spojky —, A, v a ¥ z ni vznikne
vymeénou A s v a vyrokovych proménnych za jejich negace.
Pak ¢ = —.

| A




Sémantika vyrokové logiky

LTautologie, kontradikce a splnitelnost

Osnova

e Tautologie, kontradikce a spinitelnost



Sémantika vyrokové logiky

LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Tautologicka ekvivalence

Pozorovani

Formule ¢ a ¢ jsou logicky ekvivalentni (¢ = «) prave tehdy, kdyz je
formule ¢ < ¢ pravdiva pfi kazdém ohodnoceni vyrokovych
proménnych (tj. dava-li jeji pravdivostni tabulka ve vSech fadcich 1)

Formule pravdivé pfi vSech ohodnocenich vyrokovych proménnych
nazyvame tautologie (klasické vyrokové logiky)

Fakt, Ze formule ¢ je tautologie, znacime E ¢

Vztah logické ekvivalence a spojky ekvivalence

Formule jsou logicky ekvivalentni, prave kdyz je jejich ekvivalence
tautologicka:

© =1, prave kdyz = ¢ < 9




Sémantika vyrokové logiky

LTautologie, kontradikce a splnitelnost

Priklady tautologii

Diky vztahu logické a tautologické ekvivalence (¢ = v, pravé kdyz
E @ < 1) jiz spoustu tautologii (tvaru ekvivalence) zname, napt.:

@ EAAB<+ BAA (komutativita konjunkce)
@ =A< --A (zakon dvojné negace)
@ = (A- B) < (-B—-A) (zé&kon kontrapozice)

@ = (A- B) < (-AvB) (vzajemna definovatelnost spojek)

@ =-(AvB) < (-Ar-B) (De Morganovy zakony), ...

Jiny priklad tautologie:

E((p—q)—>p)—>p (ovéfte sestrojenim pravdivostni tabulky)




Sémantika vyrokové logiky

LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Vyznam tautologii

Vyznam tautologii

@ Tautologie jsou logicky pravdivé vyroky:
Jejich pravdivost nezavisi na stavu véci (Cili na pravdivosti ¢i
nepravdivosti atomickych vyrokd), nybrz je dana pouze jejich
logickou formou (a dohodnutym vyznamem logickych spojek)
@ Tautologie tedy vyjadruji logicky platné zakony:

Napf. tautologicky pravdivé ekvivalence vyjadtuji logickou
ekvivalenci zG¢astnénych vyrokud. Pozdéji uvidime i dalsi
dllezité druhy tautologii.

Ergo: védét, zda je formule tautologii, mGze byt dllezité (a uzitecné)
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LTautologie, kontradikce a splnitelnost

Oveérovani tautologicnosti

Pozorovani
Ovéreni tautologi¢nosti Ize provést sestrojenim pravdivostni tabulky

Veéta: Tautologi¢nost formuli klasické vyrokové logiky je algoritmicky
rozhodnutelna (algoritmicka rozhodnutelnost logické ekvivalence
v klasické vyrokové logice je vlastné jejim dlisledkem)

Podobné jako u logické ekvivalence to vS§ak muze byt zdlouhavé
(2" radkl tabulky pro formuli s n vyrokovymi proménnymi)

Je proto dobré znat i dalSi metody ovéreni tautologi¢nosti
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LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Metody ovérovani tautologi¢nosti

Abychom dokazali tautologi¢nost formule, musime ovéfit, Zze ma pfi
kazdém ohodnoceni pravdivostni hodnotu 1

Abychom vyvratili tautologi¢nost formule, musime najit protipfiklad
= ohodnoceni, pfi némz nema pravdivostni hodnotu 1

K tomu probereme postupné nékolik metod:
@ nékteré (napr. pravdivostni tabulky) umoznuji poznat oboji,
@ jiné (napf. dokazovani v axiomatice) jen jedno z toho

K nékterym metodam pomuze znat:

@ nékteré zakladni tautologie

@ nékteré vlastnosti pojmu tautologic¢nosti
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LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Metoda pravdivostnich tabulek

Pouzitelnost tabulkové metody

Pro formule s mnoha vyrokovymi proménnymi je sice sestrojeni
pravdivostni tabulky formule zdlouhavé (az neproveditelné),

u kratkych formuli s malo proménnymi je ale tato metoda zcela
dostateCna

To ndm umozni ziskat zasobu jednoduchych zakladnich tautologii,
jejichz znalost miizeme vyuzit u efektivnéjSich metod

Nékteré z nich vyjadruji dilezité zakony klasické vyrokové logiky

Ovérte tautologicnost dale uvedenych formuli metodou
pravdivostnich tabulek




Sémantika vyrokové logiky

LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Dulezité tautologie

Tautologie vyjadrujici zakladni zakony klasické vyrokové logiky

@ = Av-A (zéakon vylougeni tfetiho, tertium non datur): vyjadfuije,

ze vzdy jedna z moznosti A, -A je pravdiva — tfeti moznost neni

E-(AA-A) (zakon sporu): vyjadfuje, Ze vyroky A, —A nejsou
oba zaroven pravdivé — jsou vzajemné sporné

E-A—- (A- B) (exfalso quodlibet, z nepravdivého cokoli):
nepravdivy vyrok pravdivé implikuje cokoli

£ (AAn-A) > B (ex contradictione quodlibet, ze sporu cokoli):
sporny (tedy nepravdivy) vyrok pravdive implikuje cokoli

EA— (B— A) (oslabeni): pravdivy vyrok je implikovan ¢imkoli
E(A-B)v(B—A) (prelinearita), atd.
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LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Zakladni vliastnosti tautologi¢nosti

Pozorovani

@ Vsechny tautologie jsou vzajemné logicky ekvivalentni:

Pokud = Aak B,pak A= B

© Logicka ekvivalence zachovava tautologi¢nost:

Pokud = Aa A= B, pak = B

Dusledek

Tautologi¢nost mizeme dokazat mj. logicky ekvivalentnim
prevedenim na znamou tautologii (Casto je to vyrazné rychlejsi nez
konstrukce pravdivostni tabulky)
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LTautologie, kontradikce a splnitelnost

Véta o dosazeni

Pozorovani: véta o dosazeni

Nahradime-li v tautologii vSechny vyskyty libovoIné vyrokové
proménné libovolnou formuli, je vysledna formule rovnéz tautologii

Kompaktnéji: pokud £ ¢(p), pak = ¢(¢)
Nebo: pokud = ¢, pak = ¢[1/p]

Neformalné zdlvodnéte sami pomoci extenzionality spojek
(formalni dikaz by byl opét veden indukci dle stavby )
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LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Zkracené prohledavani pravdivostnich tabulek

PFi ovéfovani (ne)tautologi¢nosti ¢asto nemusime pocitat vSechny
fadky pravdivostni tabulky: staci uvazovat, v kterych radcich tabulky
by mohla vyjit 0

Napf. u implikace vyjde 0 jen pfi jednom ze Ctyf moznych ohodnoceni
antecedentu a konsekventu — sta¢i tedy prozkoumat pouze tuto
moznost (podobné u disjunkce)

Formule -p - (p — q) je nepravdiva, jen kdyz je —p pravdivé a p - q
nepravdivé. OvSem pravdivost —-p znamena nepravdivost p, a v tomto
pfipadé uz je p - q pravdivé. Formule -p - (p — q) tedy nemuze byt
nepravdiva v zadném ohodnoceni, a je tedy tautologicka.
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LTautclcgie, kontradikce a splnitelnost

Zkracené prohledavani pravdivostnich tabulek

Kompaktnéjsi zapis

Prohledavané moznosti mizeme zkracené vyznacovat pod formuli:

- p - (P - Q)

o

1 0
0 1 (0)

Pro proménnou p jsme nakonec dostali rozporné ohodnocent,
formule tedy nemuze byt nepravdiva

Naopak nedojdeme-li k rozporu, dostaneme nakonec ohodnoceni
dokladajici netautologi¢nost

Komplikace

V nékterych pfipadech (<, pravdiva v a —, nepravdiva A) musime
tento rozbor pfipadll rozvétvit — diskutovat vice moznosti

N
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Analyticka tabla

Algoritmizaci predchoziho postupu je metoda analytickych tabel:

@ Pro ovéfeni tautologi¢nosti formule ¢ zapiSeme N:
(pfedpoklad, Ze ¢ je nepravdiva)

@ Podle nize uvedenych pravidel rozepisujeme (a pfipadné
vétvime) postupné moznosti pro pravdivost podformuli ¢

P:AAB P:Av B P:A- B P:A< B P:-A
P:A P:A P:B N:A P:B P:A N:A N:A
P:B P:B N:B
N:AAB N:Av B N:A—- B N:A< B N:-A

N:A N:B N:A P:A P:A N:A P:A

N:B N:B N:B P:B
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Analyticka tabla

Metoda analytickych tabel (dokonceni)

© Vétev se ,uzavie* (tj. nevede k protiptikladovému ohodnoceni),
pokud obsahuje P: i N:+ pro néjakou formuli v

© Pokud v néjaké vétvi dojdeme az k atomm, dostali jsme
protipfikladové ohodnoceni

©@ Pokud se véechny vétve uzaviou, pak protipfikladové
ohodnoceni neexistuje a puvodni formule ¢ je tautologii

V.

@ Pravidla si Ize snadno odvodit — popisuji chovani pravd. tabulek spojek

@ Rozmyslete, pro¢ metoda spravné rozhoduje tautologi¢nost kazdé
formule a jak analyticka tabla formalné definovat (ochodnoceny strom)

@ Po Upravé funguiji i pro jiné logiky nez klasickou vyrokovou




Sémantika vyrokové logiky

LTautologie, kontradikce a splnitelnost

Rozhodovani tautologi¢nosti — shrnuti

Tautologi¢nost muzeme rozhodovat:

@ Pravdivostnimi tabulkami:
zdlouhavé az neproveditelné pro dlouhé formule s mnoha proménnymi

© Pfevodem na logicky ekvivalentni znamou (ne)tautologii:
s cvikem nékdy rychlé

© Analytickymi tably:
s cvikem lze zefektivnit pfednostnim probiranim ,nadéjnych® vétvi
© Duikazem ve vhodném axiomatickém systému:

patfi mezi né vlastné i tabla, systematicky se touto moznosti budeme
zabyvat v ¢asti o axiomatice
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Kontradikce a splnitelné formule

Rikame, ze formule je:

@ kontradikce, pokud je pfi kazdém ohodnoceni vyrokovych
proménnych nepravdiva

@ splnitelna, pokud existuje ohodoceni, pfi némz je pravdiva

Pozorovani

@ Formule je kontradikce, pravé kdyz jeji negace je tautologie

@ Formule je splnitelna, prave kdyz jeji negace neni tautologie

| A

Dusledek

Véty a metody pro tautologie Ize pfislusné aplikovat i na kontradikce
a splnitelnost
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Osnova

© Logicky dusledek
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Logicky dusledek
L

Vedle logické ekvivalence formuli (tj. shodnosti pravdivostnich hodnot
ve vSech ohodnocenich) nas ¢asto zajima i situace, kdy pravdivost
jedné ¢i vice formuli (predpokladt) zarucuje pravdivost neéjaké
formule (zaveéru)

V tomto pfipadé mluvime o logickém vyplyvani €i (synonymné)
o logickém dusledku

Formule ¢ vyplyva (v klasické vyrokové logice) z formule ¢, pokud
v kazdém ohodnoceni vyrokovych proménnych, v némz je formule ¢
pravdiva, je pravdiva i formule 1.

Znaceni: o £ 1)




Sémantika vyrokové logiky
L Logicky dasledek

Vztah k logické ekvivalenci

P AQEp— q (ovérte pravdivostni tabulkou); nenivSak pAg=p — q

Pozorovani (zdiivodnéte)

Pro libovolné formule klasické vyrokové logiky plati:
@ Jestlize ¢ = 1, pak ¢ £ v
@ p=vy,prave kdyz p=parEp
@ Jestlize pap=¢ ay =y, pak ¢’ £y’
@ Jestlize p=vyav ey, pak o x
® pryp

Tedy relace = mezi formulemi je reflexivni a tranzitivni (neboli je
kvaziusporadanim formuli) a jeji symetrizaci je relace =.
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Usporadani podle logické sily

Vzpomente:
Logicka ekvivalence = je relaci ekvivalence na formulich;

UrCuje tedy rozklad mnoziny v§ech formuli na disjunktni tfidy
ekvivalence (jednu z nich tvofi tautologie, jinou kontradikce)

Relace logického disledku & tyto tfidy respektuje

Usporadani relaci disledku na tridach ekvivalentnich formuli

Oznagme [] tfidu vSech formuli logicky ekvivalentnich formuli ¢,

f. [p] ={v|p=v¢}

Definujme: [¢] < [¢], pravé kdyz ¢ = ¢

Z predchozich tvrzeni plyne, Ze < je usporadanim tfid ekvivalence
Formule jsou tedy relaci vyplyvani kvaziusporadany (a pfi ztotoznéni
ekvivalentnich formuli usporadany) podle logické sily:

Je-li p = 1, fikame, Ze ¢ je logicky silnéjsi nez
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Lindenbaumova algebra

Pozorujte a zdiivodnéte

@ Ktery je nejmensi a nejvétsi prvek v usporadani < na mnoziné
Form/= tfid ekvivalentnich formuli? (Tj. které formule jsou
logicky nejslabsi resp. nejsilngjsi?)

@ Definujme [¢] A [¢] = [p A 9], [¢] v [4] = [¢ v 4] a analogicky
pro ostatni spojky. (Proc je tato definice korektni?)

Lindenbaumova algebra klasické vyrokove logiky

Mnozina Form/= tfid logicky ekvivalentnich formuli uspofadana podle
logické sily a s vySe definovanymi operacemi se nazyva
Lindenbaumovou(-Tarského) algebrou klasické vyrokové logiky

Jedna se o (nekonecnou) Boolovu algebru
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Tautologicka implikace

Pozorovani
© E 1, pravé kdyz = ¢ — 1) (zdlvodnéte!)

Dusledek

Tautologie tvaru implikace tedy zachycuji vyplyvani jednoho vyroku
z druhého

(Pozorujte analogicky rozdil mezi — a E jako v pfipade < a =)

Dusledek

Véty a metody pro tautologi¢nost Ize prislusné aplikovat i na logické
vyplyvani (rozmyslete které a jak)

| A

A
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Craigova interpolace

Véta (o interpolaci)

Jestlize ¢ = 1, pak existuje formule x (zvana interpolant) takova, ze
p Ex axkE Y, pricemz x obsahuje pouze vyrokové proménné
vyskytujici se v obou formulich ¢, (1j. Var(x) < Var(y¢) nVar(y))

Priklad dusledku

Pokud ¢, ¢ nemaji zadné spolec¢né vyrokové proménné, pak ¢ ¥ 1,
leda by ¢ bylo kontradikci nebo v tautologii (rozmyslete!)
(Vzpomente: & -, pravé kdyz o = 1; E 1, pravé kdyz ¢ = T)

Vyrokové proménné, které se v druhé formuli nevyskytuiji, logickému
vyplyvani ,nenapomahaji“: logicky dusledek plati, jen kdyz na nich
v jistém smyslu ,nezalezi"
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Duiikaz véty o interpolaci

Necht ¢ E 1. Existenci interpolantu x dokdzeme matematickou
indukci podle poctu vyrokovych promeénnych ve Var(p) \ Var(v):

@ Pokud Var(y)  Var(¢)) méa 0 prvkd, pak interpolantem je
formule ¢. (ZdUvodnéte!)

@ Indukéni krok:

o Predpokladejme indukéni hypotézu, Ze existence
interpolantu jiz byla dokazéna pro v8echny formule 7
takové, ze Var(n) \ Var(x) ma n prvkd

@ Nyni necht Var(y) \ Var(y)) ma n+ 1 prvkul
@ Zvolme vyrokovou proménnou p € Var(y) \ Var(y)
o Definujme ¢’ jako o[T/p] v ©[L1/p]
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Dukaz véty o interpolaci (dokonceni)

Diikaz (dokonc¢eni)

@ Indukéni krok (dokonceni):
e Pozorujte:
©Q ' =% (rozeberte pripady ohodnoceni p hodnotou 0 a 1)
@ Var(y') \ Var(») ma n prvkl (ubylo p)
O = ¢ (téz rozeberte pfipady ohodnoceni p hodnotou 0 a 1)
e Podle (1), (2) a indukéni hypotézy existuje interpolant 7, Ze:
Q ¢rn
Q n=vy
@ Var(n) c Var(¢') nVar(z)
o Podle (3), (4) a tranzitivity vyplyvani dostavame:
Q@ ¢En
o Tedy podle (7), (5) a (6) je n interpolantem ¢ =
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Konstrukce interpolantu

Uvédomte si:

Dukaz véty o interpolaci byl konstruktivni, tj. dal nam navod, jak
interpolant nalézt (rozmyslete!)

Algoritmus nalezeni interpolantu ¢ = ¢

@ Za x vezméme ¢

© Nema-li x 2a4dné proménné navic proti 1, je interpolantem x

© Jinak zvolme proménnou p € Var(x)  Var(¢), nahradme x formuli
x[T/pP] v x[L/p] a pokraCujme bodem (2)

Nevyhoda

| A\

Interpolant miize byt exponencialné delsi oproti plvodni formuli
(kvuli zdvojnasobovani délky v bodé (3) algoritmu)
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Vyplyvani z mnoziny premis

Zobecnéni — definice:

Formule ¢ je disledkem (Gi: vyplyva z) mnoZiny formuli T, pokud
kazdé ohodnoceni, které Cini pravdivymi vSechny formule z T, Cini
pravdivou i formuli ¢

Znaceni: T E ¢

Misto Ty u To £  piSeme Ty, To = ¢

Misto {11,...,¥n} £ piSeme jen ¥, ..., 1n = @

Nejprve se budeme zabyvat (jednodussim) pfipadem, kdy je
mnozina T (j. mnozina predpokladt, premis) kone¢na
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Vyplyvani z koneéné mnoha predpokladu

Specialni ptipady
@ Vyplyvani z jednoho predpokladu jsme jiz poznali (¢ = )

@ Vyplyvani z prazdné mnoziny predpokladl je totéz, co
tautologi¢nost (zdGvodnéte!)

Pozorovani

Vi, .., Pn E @, prave kdyz = g A ... Atpy >  (zdUvodnéte!)

Dusledek

Véty a metody pro tautologi¢nost Ize prislusné aplikovat i na logické
vyplyvani z kone¢né mnoha predpokladd (rozmyslete)
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Vyznam vyplyvani z predpokladu

Vyznam vyplyvani z pfedpokladu

Vyplyvani z predpokladil zachycuje (vyrokové)logicky platné usudky,
tj. takove Uusudky, které nas nemohou dovést od pravdivych
predpokladi k nepravdivym zaveérdm

Platnost téchto Usudku vyplyva pouze jejich logickou formou
(a dohodnutym vyznamem vyrokovych spojek)

Platnost téchto Usudkl nezavisi na stavu svéta (tj. pravdivosti
atomickych vyrokl = konkrétnim ohodnoceni), nebot jde o chovani
pfi vSech ohodnocenich. RozliSuje se:

@ Platny Gsudek: zavér logicky vyplyva z predpokladu
@ Spravny Usudek: platny Usudek s pravdivymi predpoklady

Spravny Usudek zarucuje pravdivost zavéru; platny jen spravnost
vyvozeni (zaver vSak nemusi byt pravdivy, neni-li néktera z premis)
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Pravidla spravného usuzovani

Pravidla spravného usuzovani

Instance logického vyplyvani formuli z pfedpokladl jsou formalizaci
pravidel logicky spravného usuzovani

Uvedeme nekolik zakladnich prikladl takovych pravidel (platnost
vSech ovérte!)

Zakladni priklady pravidel spravného usuzovani

@ A A- BB (modus ponens, odlouceni)
@ A- B,-BE-A (modus tollens)

@ Av B,-AEe B (disjunktivni sylogismus)

@ A-B,B-> CkrA— C (hypoteticky sylogismus)
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Pravidla spravného usuzovani

Dalsi zakladni priklady pravidel spravného usuzovani
@ AvB,A—- C,B— C~E C (rozbor pripadl)
@ A-> B,A— -BE-A (reductio ad absurdum, dikaz sporem)

@ A- B,-A— BE B (véta o neutralni formuli)

Dalsi priklady pravidel logicky spravnych Gsudku jiz zname jako
tautologické implikace a logické ekvivalence, napf.:
@ A -A= B (ex contradictione quodlibet)

@ ——A= A (zakon dvojné negace) a;.
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Internalizace pravidel

Internalizace

Protoze v, ...,1%n E @ je ekvivalentni £ ¥4 A ... App — ¢, Ize uvedena
pravidla formulovat i jako tautologie (,internalizovat®), napft.:

@ = Ar(A- B) » B (internalizovany modus ponens)
@ =(-A->-B) > (B— A) (internalizovana kontrapozice), atd.

| N

Caveat

V mnoha logikach jinych nez klasické (modalnich, intuicionisticke,
vicehodnotovych, ...) tato internalizace neni ekvivalentni, a pravidla v nich
maji jinou silu nez jejich internalizace (v klasické vyrokové logice splyvaji diky
vété o dedukci — viz dale)

Obecné je tfeba rozliSovat:

@ Tautologie: = 1 A ... Aty —
@ Pravidla: 1, ..., ¥, E ¢ (prenaseji pravdivost)

© Metapravidla: pokud ¢ aZ = ¢n, pak = ¢ (pfenadeji tautologiénost)

v
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Vyplyvani z libovolné mnoziny predpokladu

Vzpomerite

Prestoze jsme se dosud zabyvali vyplyvanim z kone¢né mnoha
premis (jakozto jednodussim pripadem), v obecné definici zadné
omezeni na mnozinu premis nebylo

Pripomenuti definice:

Formule ¢ je disledkem (Gi: vyplyva z) mnoZiny formuli T, pokud
kazdé ohodnoceni, které €ini pravdivymi véechny formule z T, Cini
pravdivou i formuli ¢ (piSeme: T & )

Nyni se budeme zabyvat timto obecnym pfipadem J
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Véta o dedukci

Pozorovani (véta o dedukci)
T,p=,prave kdyz T E @ — 4

Zduvodnéte sami (jde o jednoduchy dlsledek definice = a —)

Jiz dfive pozorovany dusledek
D1, on E WY, prave KdyZ E o1 A ... App > 1

V pfipadé nekonecnych mnozin pfedpokladd uz tuto redukci na
tautologi¢nost nemuzeme provést (formule musi byt kone¢na)

Kupodivu je vSak presto nekonecny pripad v ur¢itém smyslu
redukovatelny na konecny
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Véta o kompaktnosti

Véta (o kompaktnosti)

Jestlize T = ¢, pak existuje konecna podmnozina formuli 7" < T
takova, ze T' = ¢

@ Dokazujme kontrapozitivné: predpokladejme, Ze ¢ nevyplyva z zadné
konec¢né T’ c T; dokazeme, Ze pak nevyplyva aniz celé T

© Usporadame vyrokové proménné do posloupnosti p1, pz, ps, . . .

© Indukci zkonstruujeme &asteéna ohodnoceni ey, ey, €, . .. tak, Ze vzdy:

(3.1) e je definovano pro ps,...,p;
(3.2) provsechnaj<ise e; shoduje s e na proménnych ps,...,p;
(3.3) pro kazdé konecné T’ c T existuje ohodnoceni e, které:

© rozsituje g

@ a splnuje vSechny formule z T, ale nespliiuje formuli




Sémantika vyrokové logiky
L Logicky dasledek

Diikaz véty o kompaktnosti

Dukaz (pokracovani):

@ Za e, vezmeme prazdné &asteéné ohodnoceni (pozadované indukéni
podminky bodu 3 splfuje dle predpokladu z bodu 1)

© Mame-li g, rozéifime je na e;,1 dodefinovanim pro p;,1 takto:

(a) Pokud pro kazdé konecné T’ c T existuje ohodnoceni e tak, Ze:
@ e rozsituje e,
@ e spliuje véechny formule z T', ale nesplnuje ¢
@ a e(,Oi+1) =1,
pak definujeme ej.1(pi+1) = 1
(b) Jinak definujeme e(pi+1) =0

© Pokud e; spliiuje indukéni podminky (bodu 3 ), pak ei.1 je splfiuje také:

@ v piipadé (a) trivialné
@ v pripadé (b) je ovéfime
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Diikaz véty o kompaktnosti

Dukaz (pokracovani):

@ Ovéfeni indukénich podminek bodu 3 pro e;,1 v ptipadé (b) bodu 5:

@ Necht tedy pro néjaké kone€né S c T neexistuje zadné
ohodnoceni e takové, ze:
@ e by rozSifovalo e,
@ e by spliovalo v§echny formule z S, ale nesplfiovalo ¢
® abylo by e(pis1) =1
@ Bud dano koneéné T’ c T. Podle indukéniho predpokladu (bod 3)
pro e; existuje e takové, ze:
@ rozsituje g
@ a splnuje vSechny formule z T" u S, ale nespliiuje formuli
(nebot T’ u S je kone¢na mnozina formuli)
Pro toto e musi byt e(pi.1) = 0 (dle predpokladu tohoto kroku)
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Diikaz véty o kompaktnosti

Dukaz (dokonceni):

© Mame tedy zkonstruovanu rostouci posloupnost ohodnoceni e;, e, . . .
spliujici podminky z bodu 3

© Jejich sjednoceni e, je protipfikladovym ohodnocenim pro T i o:

@ e, je ohodnocenim vSech vyrokovych proménnych (dle podminek
3.1a3.2)

@ e, nespliuje ¢ (dle 3.3)

@ e, splnuje vSechny formule z T:
Kdyby e., nesplhovalo nékterou ¢ € T, pak by ji nesplfiovalo uz
nékteré e; (nebot ) ma jen konecné mnoho vyrokovych
proménnych) = spor s podminkou 3.3
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Poznamky k vété o kompaktnosti

@ Vétu Ize dokdazat i pfi uvazovani moznosti nespocetné mnoziny
vyrokovych proménnych, je k tomu ale tfeba néjaka forma
axiomu vybéru (pro dobré uspofadani mnoziny vyrokovych
proménnych)

Dlkaz je obdobny, v limitnich krocich (nyni transfinitni) indukce
¢aste€na ohodnoceni sjednocujeme; ovéreni indukéni hypotézy je na
nich podobné naSemu bodu 9

@ K ozfejmeni myslenky dikazu je vhodné vyjasnit strukturu
ohodnoceni (spoCetné mnoha) vyrokovych proménnych
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Struktura spocetnych vyrokovych ohodnoceni

Pozorujte:

@ Mnozinu v8ech ohodnoceni {p1, p2, ps, ...} - {0, 1} Ize chapat jako
nekonecny binarni strom (,ve&jir®)

@ Jednotlivd ohodnoceni jsou nekone¢nymi cestami v tomto stromu

@ V dikazu kompaktnosti si postupné hledame cestu v tomto stromu
podle vhodnych pravidel (rozmyslete)

@ Jednotliva ohodnoceni Ize jednoznacné koédovat realnymi Cisly
s rozvojem 0, x1X2Xs . . ., kde x; = 0, pokud e(p;) = 0, a x; = 9, pokud
e(pi) = 1 (jejich mnozina je tedy izomorfni Cantorovu diskontinuu)

@ V dlsledku téchto pozorovani Ize dikaz kompaktnosti preformulovat
pomoci Kénigova lemmatu (o nekonecnych vétvich v nekoneénych
binarnich stromech) &i topologické kompaktnosti Cantorova diskontinua
(detaily presahuji rozsah tohoto kurzu)
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Obecné vlastnosti logického dusledku

Pozorovani (zdivodnéte!)

@ Pokud p e T, pak T & ¢ (reflexivita)

©Q Pokud T = ¢ provdechny e T"a T =4, pak T =1
(pravidlo fezu)

©Q Pokud TEpaTcT ,pak T'Egp
(monotonie = disledek 1+2: dokazte!)

© Pokud T = ¢, pak T' £ ¢', kde T, ¢’ vznikne z T, ¢ soutasnou
substitici libovolnych formuli vzdy za vSechny vyskyty
vyrokovych proménnych (invariance vUuci substitucim,
~Sstrukturalita®)

©@ Pokud T & ¢, pak T’ £ ¢ pro néjakou konecnou 7' c T
(finitarnost = véta o kompaktnosti)
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Tarského relace dusledku

Vsimnéte si:

Predchozi vlastnosti jsou nezavislé na jazyce klasické vyrokové
logiky — hovofi jen o vyplyvani formuli z mnozin formuli

(maji tedy smysl i pro jiné logiky nez jen klasickou vyrokovou)

Terminologie

Relace dusledku, ktera splfiuje podminky reflexivity a fezu (a tedy
i monotonie), se nazyva Tarského relace dusledku

Relace dusledku klasické vyrokové logiky je tedy prikladem finitarni
strukturalni Tarského relace dusledku

Zkoumaji se i neklasické logiky, jejichz relace dusledku tyto vlastnosti
nemaji (napf. nemonotonni logiky)
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Dusledkovy uzaver

Pro mnozinu formuli T definujme mnozinu vSech jejich disledku:

C(T)={p| TE}

C(T) se nazyva dusledkovy uzavér mnoziny formuli T

Mnozina formuli T se nazyvéa dusledkoveé uzaviena, kdyz C(T) =T
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Vlastnosti dliisledkového uzavéru

Pozorovani (zdiivodnéte!)

Q@ TcC(N)

Q C(C(T))=C(T)

© Pokud Tc T/, pak C(T)c C(T")
Q C(a(T)) =o(C(T)),

kde ¢ je libovolna substituce formuli za vyrokové proménné
@ C(T)=UJ{C(T")| T koneéna, T’ c T}

v

Tvrzeni (zkuste dokazat)

Uvedené vlastnosti 1+2+3 jsou ekvivalentni podminkam Tarského
relace dusledku (s vlastnosti 4 strukturalni, s vlastnosti 5 finitarni)
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L Vyrokové teorie

Osnova

e Vyrokové teorie
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Vyrokové teorie

Mnoziny formuli Ize chapat jako vyrokové teorie (soubory vyrokl
povazovanych za pravdivé) a omezit se na ohodnoceni, v nichz maji
vS§echny formule z dané teorie hodnotu 1

Takovym ohodnocenim se fikd modely dané vyrokové teorie

Vsimnéte si: takovych ohodnoceni mlze byt vic — teorie nemusi
jednoznacné urcovat pravdivost vSech atomickych vyroku

Formule z dané teorie Ize chapat jako axiomy (postulaty) dané teorie;
formule z jejiho dusledkového uzaveru jsou dusledky téchto axiom
Vsimnéte si: Dusledky dané teorie jsou pravé ty formule, které jsou
pravdivé ve vSech jejich modelech

Vyrokové teorie nejsou pfilis zajimavé (kvdli malé vyjadfovaci sile vyrokové
logiky), jiz na nich se ale ukazuiji jisté vlastnosti predikatovych teorii
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Vyrokové teorie — definice

Vyrokovou teorii rozumime libovolnou mnozinu vyrokovych formuli

Modelem vyrokové teorie T rozumime libovolné ohodnoceni, v némz
jsou vSechny formule z T pravdivé

Dusledkem teorie T rozumime kazdou formuli vyplyvajici z T; pokud
T E ¢, fikame, ze p plativ T

| \

Upozornéni

V literature se nékdy za teorie povazuji pouze dusledkové uzaviené
mnoziny formuli (teorie je tak ztotoZznovana s mnozinou vSech jejich
disledk)

Takové pojeti neumoziuje rozliSovat mezi axiomy a dusledky dané
teorie, proto zde za teorii povazujeme libovolnou mnozinu formuli

N
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Teorie a modely

Bud T teorie a K mnozina ohodnoceni. Definujeme:

@ Mod(T) = mnozina v8ech modell teorie T

@ Th(K) = mnozina vSech formuli pravdivych v kazdém
ohodnoceni z K

Pozorujte

@ Pokud T c T’, pak Mod(T") € Mod(T)

@ Pokud K c K’, pak Th(K’) c Th(K)
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Splnitelné teorie

Teorie je splnitelna, pokud ma model

Pozorovani

Teorie je nesplnitelna, pravé kdyz v ni plati vSechny formule

Pozorovani

T E ¢, prave kdyz teorie T,-p neni splnitelna

Dusledek: véta o kompaktnosti pro spinitelnost

Teorie je splnitelna, (praveé) kdyz je kazda jeji kone¢na podmnozina
splnitelna (odvod'te z véty o kompaktnosti!)
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Uplné teorie

Vyrokova teorie je Uplnd, kdyZ ma jediny model

Ekvivalentneé:

Definice vhodné i pro logiky, v nichZ jedinec¢nost modelu nelze
teoriemi vynutit (napf. klasickou prvoradovou):

@ Vyrokova teorie je Uplna, pravé kdyz jednoznaéné urcuje
pravdivostni hodnotu kazdé formule

@ Vyrokova teorie je Uplna, pravé kdyz je maximalni splnitelnou
teorii

Pozorovani

Uplné teorie jsou diisledkové uzaviené (zdivodnéte!)
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Zuplnéni teorie

Kazdou splnitelnou teorii Ize zUplnit

VSechny formule sefadime do posloupnosti ¢+, @2, . ..
(rozmyslete jak) a postupné k teorii pfidavame vzdy:

@ bud ¢; (pokud je spole¢né s touto formuli spinitelna),

@ nebo —y; (jinak).

(Rozmyslete podrobnéji)

A
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Axiomatizovatelnost

Mnozina ohodnoceni K je:
@ axiomatizovatelna, pokud K = Mod(T) pro néjakou teorii T

@ rekurzivné axiomatizovatelna, pokud K = Mod(T") pro néjakou
rekurzivni teorii T’ (. mnozinu axiomu, nalezeni do niz Ize
algoritmicky rozhodnout)

@ konecne axiomatizovatelna, pokud K = Mod(T") pro néjakou
konecnou (pomoci A ekvivalentné: jednoprvkovou) teorii T’

Obdobné pojmy je mozno vyslovit pro teorie
(prostfednictvim K = Th(T): rozmyslete)
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Neaxiomatizovatelnost

Existence neaxiomatizovatelnych mnozin ohodnoceni

Z Uvahy o mohutnostech mnoZzin (promyslete):
@ VSech formuli je spocetné mnoho
@ Tedy mnozina vSech teorii ma mohutnost kontinua

@ Mnozina vSech ohodnoceni ma mohutnost kontinua
(jde o zobrazeni spocetné mnoziny vyrok. proménnych do {0, 1})

@ Tedy vSech mnozin ohodnoceni je vice nez kontinuum

Tedy existuji neaxiomatizovatelné mnoziny ohodnoceni

Zajimave otazky tykajici se vyrokovych teorii zde jiz pomineme
(napf.: existuji vyrokoveé teorie, které nejsou konecné Ci rekurzivné
axiomatizovatelné? — z&asti viz cviceni)
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Usporadani teorii podle sily

@ T=T',pokud T"c C(T) ... T jesilngjsinez T’
@ T =T pokud C(T")=C(T) ... teorie T a T' jsou ekvivalentni

Pozorujte:

@ T=T aT=T zobechujivztahy p = (Ci TEY)ap=1

@ Ekvivalence = je symetrizaci kvaziusporadani £ na teoriich

@ T =C(T), staci se tedy omezit na disledkové uzaviené teorie
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Svaz dusledkoveé uzavrenych teorii

Pozorujte:

@ Mnozina vSech dusledkové uzavienych teorii s usporadanim
relaci = tvofi Gplny svaz (promyslete, co je supremem a infimem
mnoziny dusledkove uzavienych teorii)

@ Promyslete dalsi vlastnosti: napt. kde se v této hierarchii
nachazeji nesplnitelné, Uplné ¢i prazdna teorie?

V.

Poznamka

Vv,

jedné teorie v druhé a pojem konzervativniho rozsifeni teorie
(v tomto kurzu je vSak jiz musime nechat stranou)

A
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Ekvivalence a dusledek v teorii

Prijimame-li axiomy teorie T jako pravdivé, omezujeme se na
ohodnoceni, ktera jsou modely této teorie

Pojmy dusledku a ekvivalence mizeme relativizovat do mnoziny
téchto modelu

i \

Rekneme, Ze ¢ je ekvivalentni formuli ¢ v teorii T, pokud v kazdém
modelu T maji ¢ a « touz pravdivostni hodnotu

(analogicky definujte pro pojmy dlsledku a mnoziny formuli)

Pozorovani (rozmyslete)

V klasické vyrokove logice jsou tyto pojmy redukovatelné na logicky
disledek: T & po; T,oev; T, T'ey;, T,T'=T,T"; atd.
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Lindenbaumova algebra teorie

Konstrukci Lindenbaumovy algebry Ize analogicky provést relativné
vUCi vyrokoveé teorii (rozmyslete detaily):

@ Mnozinu v8ech formuli faktorizujeme podle ekvivalence v teorii T
@ Usporadame ji podle logické sily v teorii T (tj. vyplyvani v T)

@ Definujeme operace na tfidach ekvivalence indukované
vyrokovymi spojkami

V klasické vyrokové logice tak ziskame rozlicné Booleovy algebry
(pfiklady uvidime v cvicenich, jejich charakterizaci jiz ponechame otevienou)

4




Sémantika vyrokové logiky

LVy’rokové teorie

Metody diukazu

Na pravidlech spravného usuzovani klasické vyrokové logiky jsou zalozeny
nékteré metody (zejména matematickych) dikazu:

@ Ddkaz pfimy: pro dilkaz A — B dokdZzeme B z predpokladu A
ZaloZeno na pozorovani: T & ¢ — 1, pokud T, ¢ £ v (véta o dedukci)

@ Dukaz nepfimy: pro dikaz A — B dokazeme -A z predpokladu -B
Zalozeno na pozorovani, ze T E ¢ — 1, pokud T, -1 E —¢

@ Dukaz sporem: pro dikaz A dokazeme B A -B z predpokladu -A
Zalozeno na pozorovani, ze T E ¢, pokud T,-p E L
Specialné staci z -A dokazat A (zddvodnuijte jiz sami)

@ Ddkaz rozborem pfipadd: Pokud mame dokazano B v C, pak
pro dilkaz A staci dokazat A z predpokladu B i z predpokladu C

Systematicky se pojmem dilkazu zabyva axiomatika klasické vyrokové logiky
= dal$i téma kurzu
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