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Organizacni zalezitosti

Pfednaska se kona v 8 trojhodinovych blocich, vidy v titery v 16:15 — 18:50 na Ustavu informa-
tiky AV CR, v blizkosti stanice metra Ladvi (Pod Vodarenskou vézi 2, Praha 8, mistnost 318).
Ptedbézné jsou planovany tyto terminy konani: 12., 19. a 26. bfezna, 16., 23. a 30. dubna a 7.
a 14. kvétna.

Kurz predpoklada zakladni znalost logiky a teorie mnozin (zhruba v rozsahu kurzt katedry
logiky FF UK Teorie mnozin I a Klasicka logika I).

Doporucena literatura

o Adamek J.: Matematické struktury a kategorie. SNTL 1982.

e Goldblatt R.: Topoi: The Categorial Analysis of Logic (kap. 1-3 a 9). Revised edition,
North-Holland 1984.

o Lawvere F. W., Rosebrugh R.: Sets for Mathematics. Cambridge University Press 2003.

e Mac Lane S.: Categories for the Working Mathematician (kap. 1-5). Second edition,
Springer 1998.



Obsah

1 Priiklady matematickych struktur a kategorii
1.1 Rela¢nf struktury . . . . .. .. Lo

1.1.1 Uspofaddani a monotonni zobrazeni . . . . . . . . . ... ... ... ...



Kapitola 1

Priklady matematickych struktur
a kategorii

Teorii kategorii 1ze chapat jako abstraktn{ zobecnéni obecné teorie matematickych struktur,
zalozené na pojmu zobrazeni prendsSejictho strukturu, neboli morfismu struktur. K dobrému
pochopeni pojmi teorie kategorii a jejich motivaci je proto tfeba mit dostatecnou zisobu
piikladd matematickych struktur, morfismii mezi nimi a pojmi, které lze pomoci morfismi
charakterizovat. Takovou zasobu vybudujeme v této kapitole.

Clenéni této kapitoly na struktury rela¢ni, algebraické a topologické zhruba odpovida Bourba-
kiho déleni zédkladnich matematickych struktur v jeho strukturalistické predstavé architektury
matematiky. Zv1ast jsou pojednany struktury, s nimiz se setkdvame v logice a zakladech ma-
tematiky, prestoze formalné by je bylo mozno pfifadit k nékterym z vySe uvedenych typt
struktur.

1.1 Relac¢ni struktury

1.1.1 Usporadani a monotonni zobrazeni

Definice 1.1.1.1. Binarni relace < na mnoziné X je uspofdddnim (angl. order, ordering),
je-li na X:

o reflexivni, tj. (Vo € X)(z < x),

e tranzitivni, tj. (Vr,y,z € X)(z <y &y <z=x<2),

e a antisymetricka, tj. Vz,y € X)(z <y &y <z =z=y).

Mnozinu X usporadanou relaci < znacime (X, <). Dvojici (X, <) nazyvame uspofddanou
mnoZinou.

Priklad 1.1.1.2. Piiklady uspofadéani (napf. redlnych &isel podle velikosti, pfirozenych &isel
deélitelnosti apod.) jsou vSeobecné znamé. Dilezitou roli v dalsim vykladu budou hrat dvé
nejjednodussi usporadané mnoziny, totiz prazdnd (s prazdnym uspoiadanim) a jednoprvkovd
(s jedinym moznym uspofadanim).

Uspofadana mnozina (X, <) je piikladem matematické struktury. Matematickou strukturou
se mini n&jaka mnozina (v tomto p¥ipadé X) s néjakou strukturaci (zde usporadanim <).

Znacent. Oznacime-li uspofadanou mnozinu (X, <) jako A4, tj. A = (X, <), pak jeji nosnou



mnozinu X lze znadit jako A; tj. A = (A, <). Je-li tfeba zdiiraznit, e A je strukturou, a nikoli
pouze mnozinou, je mozno psat ji tucné; tedy nap. A = (X, <), A=(4,<) & A = (A, <).

Definice 1.1.1.3. Jsou-li (X, <) a (Y, <) dvé uspofadané mnoziny, pak zobrazeni f: X — Y
(tj- Dom(f) = X a Rng(f) C Y) je monotonni (vici < a <), pokud (Vz,y € X)(z <y =
flx) = f(y)).

Monotonni{ zobrazeni jsou pravé ta, kterd zachovdvaji strukturu, tj. v nasem pripadé zacho-
vdvagi uspoidddnt: kdykoli je dvojice vzorii (z,y) € X? v uspofadani < na X, je i dvojice
jejich obrazt (f(x), f(y)) € Y2 v uspofadéni < na Y. Rikame proto, ze monotonn{ zobrazeni
jsou morfismy uspofadanych mnoZin. Fakt, Ze f je morfismem mezi usporfddanymi mnoZinami
(X, <) a (Y, %), zapisujeme vyrazem f: (X, <) — (Y, <). Uspofddanou mnozinu (X, <) na-
zyvame doménou a uspoifddanou mnozinu (Y, =) kodoménou morfismu f: (X, <) — (Y, =).
Doménu morfismu f zna¢ime dom f a kodoménu cod f.

Pozndmka. Pozor, kodoména morfismu f: (X, <) — (Y, <) neni totéz, co obor hodnot Rng(f)
zobrazeni f. Zatimco Rng(f) miZze byt vlastni ¢asti mnoziny Y, kodoménou je celd usporadana
mnozina (Y, <). Navic Rng(f) je mnoZinou, kdezto cod f je strukturou, v tomto ptipadé tedy
uspoiddanou mnozinou (Y, <). Kodoména morfismu f: (X, <) — (Y, <) neni urcena pouze
samotnym monotonnim zobrazenim f: X — Y, a musi byt specifikoviana spolu s f, aby byl
morfismus f: (X, <) — (Y, X) uréen. Tytéz poznamky plati i pro doménu dom f, prestoze jeji
nosnd mnozina X (ale uz nikoli nutné celd struktura (X, <)) je zobrazenim f: X — Y urcena
coby Dom(f).

Piiklad 1.1.1.4. Zobrazeni f: R — R takoveé, ze f(x) = 0 pro vSechna x € R je monotonnim
zobrazenim mezi uspofadanymi mnozinami (R, <) a (R, <), stejné jako mezi (R, <) a (R, >)
¢imezi (R, >) a (N, <), kde < je obvyklé usporadani realnych ¢isel (¢i jeho restrikce na N) a >
usporadani k nému inverzni. Aby bylo urc¢eno, o ktery morfismus uspofadanych mnozin jde,
je nutno spolu s f specifikovat usporadané mnoziny, které jsou jeho doménou a kodomeénou,
napi.: f: (R, <) — (N, >).

V disledku toho je nutno za morfismus uspofddanych mnoZin nutno povazovat trofici sesté-
vajici z uspofadané mnoziny (X, <), ktera je jeho doménou, dale uspofadané mnoziny (Y, <),
ktera je jeho kodoménou, a monotonniho zobrazeni mezi témito uspofddanymi mnozinami.
Tento morfismus bychom spravné méli znacit jinak nez samotné zobrazeni f (nebot, jak jsme
vidéli v prikladu 1.1.1.4, totéz f muze byt t¥eti slozkou rizngch morfismi). V praxi vsak
oznacujeme morfismy uspofadanych mnoZin ¢asto stejné jako jejich podkladovd monotonni
zobrazeni, a v pripadé potieby dopliujeme specifikaci jejich domény a kodomény pomoci zé-
pisu f: (X, <) = (Y, ).

Definice 1.1.1.5. Morfismem mezi uspofadanymi mnozinami (X, <) a (Y, <) je trojice f =
(X, <), (Y, =), f), kde f je zobrazeni z X do Y, které je monotonni vici < a <. Fakt, ze f je
morfismem mezi (X, <) a (Y, <) zapisujeme vyrazem f: (X, <) — (Y, =) ¢ (X, <) AN (Y, =).

Je-li f: (X,<) — (Y,=), nazyvame uspofadanou mnozinu (X, <) doménou f a uspoiada-
nou mnozinu (Y, =) kodoménou f. Doménu a kodoménu morfismu f zna&ime po fadé dom f
acod f.

Priklad 1.1.1.6. Nésledujici 3 morfismy budou hrat v dalsim vykladu ddlezitou roli:

e [dentita f(x) = x je morfismem na kazdé usporddané mnoziné A = (X, <); znacime
ji 1a, popi. 1(x <); tj. 1a: A — A, resp. 1(x <y: (X, <) — (X, <). (Pozor: morfismus,
ktery je identickym zobrazenim mezi riznijms usporfddanymi mnozinami s tymz nosicem,
zde neminime a takto neoznacujeme.)



e Prdzdné zobrazeni () je morfismem z préazdné uspofadané mnoziny (0,0) do libovolné
uspofadané mnoziny A = (X, <). Budeme jej znacit 04: (0,0) — A.

e (Jednozna¢né urcené) zobrazeni z libovolné uspofdadané mnoziny A do jednoprvkové
usporadané mnoZiny je morfismus, ktery budeme znacit ! 4.

Znaceni. Slozeni zobrazeni f: X — Y a g:' Y — Z, tj. zobrazeni piifazujici prvku ¢ € X
prvek g(f(z)) € Z, budeme znadit g o f ¢ kratce gf. (Pozor na pofadi skladani v tomto
znateni!) Je tedy (¢9f)(x) = g(f(x)). Nehrozi-li nedorozuméni, zavorky ¢asto vynechavame
a misto f(z) piSeme prosté fz (pii skladani tedy gfx).

Pozorovani 1.1.1.7. Je-li f monotonni zobrazeni z (X, <;) do (Y, <2) a g monotonni zob-
razeni z (Y, <3) do (Z,<3), pak go f je monotonnim zobrazenim z (X, <;) do (Z,<3).

Tento fakt motivuje definici skladani morfismti uspofadanych mnozin. Pozorovani 1.1.1.7 za-
rucuje, ze nasledujici definice je korektni, tj. Ze sloZenim morfismi usporfddanych mnozin je
opét morfismus.

Definice 1.1.1.8. Jsou-li f, g morfismy uspofadanych mnozin takové, ze dom g = cod f (tj.
f, g jsou navazujici morfismy ), pak jejich sloZenim je morfismus ¢ f dany slozenim monotonnich
zobrazeni f a g, pficemz dom(gf) = dom f a cod(gf) = cod g.

Pozndmka. Neni-li domg = cod f, neni slozeni morfismi gf definovino (pfestoze slozeni
monotonnich zobrazeni g a f mnozinovéteoreticky definovano je — nap¥. muze byt prazdné).

Pozorovani 1.1.1.9. Skladani monotonnich zobrazeni, jakoZz i morfismt uspofadanych mno-
7in, je asociativni.

Pozorovani 1.1.1.10. Pro kazdy morfismus f: A — B uspofadanych mnozin plati: foly =

fZlBOf.

Pozorovani 1.1.1.9 a 1.1.1.10 jsou disledkem vlastnosti skladani jakychkoli mnozinovych zob-
razeni. Budou tedy platit nejen pro monotonni zobrazeni (¢i morfismy) mezi usporadanymi
mnozinami, ale pro jakakoli zobrazeni zachovavajici né€jakou strukturu na mnozinach, ¢ili pro
morfismy mezi jakymkoli druhem matematickych struktur. To motivuje definici kategorie,
kterou formalné vyslovime pozdéji; prozatim vystac¢ime s nasledujici neformalni definici:

Definice 1.1.1.11. Kategorii budeme minit néjakou tfidu objektd spolecné s t¥idou prvka
zvanych morfismy, pricemz plati:
e kazdy morfismus f mé jednoznané urcené objekty zvané doména a kodoména,
e navazujici morfismy lze skladat (a vysledkem je opét morfismus s p¥islusnou doménou
a kodoménou danou podle Definice 1.1.1.8),
e sklddani morfismi je asociativni
e a ke kazdému objektu a existuje morfismus zvany identita na a, ktery se chova jako
neutralni prvek vaci skladani s kterymkoli navazujicim morfismem.

Objekty kategorie jsou v typickém pFipadé matematické struktury n&jakého druhu (napiiklad
uspoifadané mnoziny) a jejimi morfismy jsou né&jaka zobrazeni mezi témito objekty, ktera
zachovéavaji jejich strukturu (v naSem piipadé monotonni zobrazeni). V takovém piipadé je
jedinym netrivialnim pozadavkem uzavienost tohoto druhu zobrazeni na skladani; ostatni
pozadavky (asociativita, skladani s identitou) jsou pak obvykle splnény automaticky (nebot
jde o zobrazeni).



Piiklad 1.1.1.12. Antitonni zobrazeni (tj. takova, ze f(z) = f(y) kdykoli < y) nespliuji
podminky na soubor morfismt mezi uspofadanymi mnozinami (pfestoze v jistém smyslu také
prenaseji strukturu uspofadéni), nebot nejsou uzaviend na skladani. Uspofddané mnoZiny
s antitonnimi zobrazenimi tedy netvoii kategorii. (Intuice, Ze antitonni zobrazeni rovnéz pie-
nasi strukturu usporadéni, je dana tim, Ze jde o monotonni zobrazeni do inverzné usporadané
mnoziny.)

Pozndmka. Mezi antitonni zobrazeni navic ani nepatii identita na vice neZ jednoprvkovych
usporadanych mnoZindch, nespliuji tedy ani podminku existence identického morfismu na
kazdém objektu. (Protoze identické zobrazeni strukturu na mnoziné vitbec neméni, mélo by
byt prvkem jakéhokoli souboru zobrazeni zachovavajicich strukturu.) Tuto podminku je vSak
u kategorii, jejichz tfidu morfismi tvo¥i néjakd zobrazeni mezi matematickymi strukturami,
mozno vzdy napravit umélym pFidanim vSech identit k souboru morfismii, nebot to ostatni
podminky (zejména uzavienost morfismu na sklddani) nemuize poskodit.

Na rozdil od Piikladu 1.1.1.12 pro antitonni zobrazeni, Pozorovani 1.1.1.7 naopak zarucuje
(spolu s Pozorovanimi 1.1.1.9 a 1.1.1.10, ktera jsou vSak pro zobrazeni automatickd), Ze mo-
notonni zobrazeni (coby morfismy) mezi uspofadanymi mnozinami (coby objekty) kategorii
tvori. Tuto kategorii nazyvame kategorii usporddangch mnozin a znatime Pos (z anglického
poset, jez je zkratkou z partially ordered set.)

Pozndmka. Nazev kategorie by spravné mél reflektovat nejen zvoleny soubor objektli, nybrz
i morfismu. Spravnéjsi by tedy bylo nazyvat kategorii Pos ,kategorie uspotfadanych mnozin
a monotonnich zobrazeni“. Je vSak béZnym zvykem nazyvat kategorie pfedevsim podle t¥idy
objekti (tFebaze je to nejednoznacné) a t¥idu morfismi v nazvu neuvadét.

Asociativita skladani navazujicich morfismi umoziuje vynechévat zavorky v zépisech jako
ho(go f) & (hg)f. Pohodlnym zptisobem vyznaceni navaznosti morfismia A JyBaB % C
je kombinace téchto zapisi do jednoho diagramu A L> B %, C. Podobnym zptisobem je
mozno vyznacovat domény a kodomény vétstho poctu morfismi, napf.:

A—1.p (1.1)

h g
LAy
Rekneme, 7e takovyto diagram komutuje, pokud se v ném libovolné dvé cesty, které vedou
mezi tymiz objekty a asponl jedna z nich je tvofena alespon dvéma Sipkami, sklddaji na tentyz
morfismus.

Priklad 1.1.1.13. Diagram (1.1) je komutativnim ctvercem, pravé kdyz go f = ko h.

Komutativni diagramy jsou tak stru¢nym grafickym zapisem konjunkce fady tvrzeni o domé-
nach a kodoménach v ném vyznacenych morfismi a o rovnosti slozenych morfismt podél jeho
cest. (Pozdéji v ném raznymi druhy Sipek a jinymi symboly budeme vyznacovat i nékteré dalsi
druhy tvrzeni. Pojem komutativniho diagramu lze v teorii kategorii dale precisifikovat pomoci
pojmu funktoru.)

V teorii kategorii hleddme charakterizace vlastnosti struktur a morfismi pomoci §ipek a jejich
skladani, bez odvolavek na prvky téchto struktur. Pokud totiz dany pojem dokadzeme charak-
terizovat vyhradné pomoci pojmi z definice kategorie, lze tuto charakterizaci vzit jako definici
analogického pojmu v kaZdé kategorii. Véty dokazatelné vyhradné pomoci predpokladt uve-
denych v definici kategorie pak budou o tomto platit v libovolné kategorii, bez ohledu na to,
které konkrétni objekty a morfismy ji tvoii.



Priklad 1.1.1.14. Identita na A je v kategorii Pos prvkové definovana jako zobrazeni 14,
které kazdému prvku x € A piifadi sebe sama: 14(z) = z. Lze ji vSak v Pos charakterizovat
také pomoci skladani morfismt, jako ten jeding morfismus h: A — A takovy, Ze pro libovolné
objekty B, C a libovolné morfismy f: B — A, g: A— C plati ho f = fagoh=g.



