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1 Uvod

1.1 Zadani

1. V préci [V] je popsana jednoduchd axiomatika kone¢né teorie mnozin a je ukazano, 7Ze
vSechny axiomy ZFgi, jsou v ni dokazatelné. Naproti tomu v [S] je ukazano, Ze bez
vyuziti schematu nahrazeni s pouhym schematem vydéleni jsou v ZFgj, dokazatelné
axiomy zminéné axiomatiky. Musi tedy existovat diikaz schematu nahrazeni ze schematu
vydéleni v axiomatice typu ZFgi,. Naleznéte jednoduchou versi takovéhoto dikazu.

2. Pomoci teorie modelt ukazte nezavislost axiomu v axiomatice z [V].
3. Zkuste pomoci modeli prokizat nezavislost axiomi ZF piy.

4. Najdéte co nejjednodussi popis dobrého usporadéani univerzalni tridy v ZF pin.

1.2 Prehled znaceni

Znaceni Vyznam

P(z) potence x

Fin(x) x je konecné podle Tarského

Ind(z) z je induktivni

Nat(z) x je prirozené ¢islo

Trans(X) X je tranzitivni

z Ay symetricky rozdil z,y

z"y obraz z v relaci y

M= model 9 spliiuje uzavienou formuli ¢
M = o [e] M spliuje ¢ pii ohodnoceni proménnych e
Te zména ohodnoceni e na proménné z:

T

se(y) =aproy=uz, Te(y) =e(y) proy #x
znacky jednotlivych axiomt viz 1.3

(schy) instance schematu axiomu (sch) pro formuli ¢

X + (ax) axiomatika X obohacend o axiom (ax)

X — (ax) axiomatika X s vynechanim axiomu (ax)

X + (ax) axiomatika X, v niz je axiom (ax) nahrazen svoji negaci



ASTset axiomatika teorie kone¢nych mnozin popsana ve [V],
viz oddil 1.3

ZF,ZFrin Zermelo-Fraenkelova axiomatika teorie mnozin resp.
koneénych mnozin

V,Id,E,On,N,Z tfida vSech mnozin, relace identity a nédleZeni, tfida vSech ordindld,
vSech prirozenych a vSech celych ¢isel

%) prepis formule M = ¢ do zdkladniho jazyka teorie mnozin,

viz oddil 1.4

Obvyklou konstrukci hladin p,, iterovanou potenci prazdné mnoziny provedeme ponékud
obecngji.! Bud u néjakd mnozina. Rekurzi potom sestrojime mnoziny p% takto:

Py = u

pt = P(p'_;)Uu  pro a € On izolované

py = U pa pro A € On limitn{
a<<A

Tiidu Uyeon Pa budeme znacit IT". Nejmensi o € On, pro které je x € pp, znacime 7%(x)
a nazyvame typem mnoziny z nad mnozinou u. Pro u = 0 budeme horni index vynechavat
a hovorit prosté o typu mnoziny x.

1.3 Prehled axiomu

V béznych prehledech axiomi teorie konecnych mnozin se obvykle setkdvame s vyuzivanim

jednodussich axiomt pii formulaci axiomi slozitéjsich. Napiiklad pii obvyklé formulaci sche-
matu indukce v axiomatice ASTset ve tvaru

[p(0) & (Vz,y) (p(x) = elU{y})] = (Vz) (p())

pouzivame konstantu 0 a funkei - U {-}, které jsme definovali na zikladé pfedem vyslovenych
axiomu nuly, mnozinového néslednika a extenzionality.

V okamziku, kdy chceme zkoumat nezévislost jednotlivych axiom — tedy uvazovat o situaci,
kdy nékteré axiomy nejsou splnény — vSak nemtiizeme tento pristup pouzit. Musime proto
nejprve viechny axiomy vyslovit v nezkracené podobé, v zakladnim jazyce teorie mnozin? (mi-
zeme pritom pouzivat definované predikdty, napt. C, ¢ apod., nikoli v8ak konstanty a funkce,
k jejichz korektni definici potfebujeme mit zaruc¢enu existenci popf. jednoznacnost prislusného
objektu). Protoze v bézné literatuie o teorii mnozin se platnost ostatnich axiomu predpoklada,
uvadéji se axiomy zpravidla pouze ve zkracené formé a neni tudiz jasné, jaké by mélo byt jejich
»Spravné“ rozepsani. Budeme proto muset uvazit, kterd z moznych variant nejlépe vystihuje
intuitivni predstavu, jez ma byt axiomem zachycena, i za situace, kdy ostatni axiomy nejsou
splnény.

'Konstrukei provedeme stejné v ZF i v ZFpin (v ZFpin jsou ordindlnimi &sly &sla p¥irozend, limitni
ordinélni ¢isla neexistuji).

2Druhou moZnosti by bylo uvaZovat o nich jako o skolemovskych funkcich a formulovat nap¥. axiom prazdné
mnoziny jako (Vq) (¢ ¢ 0).



Mimoto se u nékterych axiomu teorie mnozin vyskytuje nékolik obvyklych formulaci, které
jsou za predpokladu platnosti ostatnich axiomt vzajemné ekvivalentni. U takovych axiomi
vybereme pro ucely této prace pouze jednu, prestoze se vysledek muze u raznych formulaci
lisit. V piipadé potieby zminime odlisny vysledek pfi jiné formulaci nékterého axiomu for-
mou poznamky. Uplna diskuse problému se viemi ¢ast&ji pouzivanymi variantami axiomi by
presahovala shora omezeny rozsah této prace.

Axiomatika ZFg;i,

Axiomatika ZF gy, sestava z axiomid extenzionality, nuly, potence, sjednoceni, kone¢na, regu-
larity a schematu nahrazeni.

Axiom extenzionality

(ext) (Vz) (Vy) (z=y = (Vq) (¢€z = q€y))

Axiom nuly (prédzdné mnoziny)

(nul) (32) (Yq) (q ¢ 2)

Axiom potence

(pot) (Vz) (32) (V) (¢ €z = (Vu) (u€q = u€ 1))

Axiom sjednoceni

(sjedn) (Vz) (32) (Vg) (¢ €z = (Fu) (¢ € u & u € 1))

Axiom koneéna

Axiom konec¢na muze byt vysloven ve mnoha variantach, které jsou pti platnosti ostatnich
axiomi vzajemné ekvivalentni. Zde budeme uvazovat Tarského definici koneénosti a axiom
budeme formulovat v podobé ,kazda mnozina je konec¢na ve smyslu Tarského, tj. kazda ne-
prazdna podmnozina jeji potence ma maximalni prvek vici inkluzi®.

Pro ptipad, Ze nebudeme mit k dispozici axiom nuly, potence nebo extenzionality, je tfeba
ve znéni tohoto axiomu rozepsat pojmy ,neprazdnd“, ,¢ast potence“ a ,maximalni prvek
viéi inkluzi“. Prvni dva rozepiSeme snadno takto: ¢ # 0 jako (3z) (z € ¢q) a ¢ C P(x)
jako (Vw € q) (w C z). Rozhodnout, jaké je rozumné rozepsani predikitu ,u je maximalnim



vvvvvv

inkluze uspofadanim.?

Podminka existence maximélniho prvku vicéi inkluzi mé vystihnout intuitivni predstavu, ze
uvniti (koneéné) mnoziny nemiizeme neomezené piidavat do podmnoziny dalsi a dalsi prvky.
Tou podstatnou vlastnosti viuc¢i inkluzi maximélni mnoziny w tedy je, Ze neexistuje zadna
mnozina w € g, kterd by byla vétsi, tj. obsahovala jako svoji ¢ast u a navic jesté néjaké prvky.
Z mnoha moznych (za extenzionality ekvivalentnich) formulaci podminky maximality v € ¢
vidi inkluzi tedy jako nejvhodnéjsi vybereme tu, ze = (Jw € q¢) (u Cw & (Is € w) (s ¢ u)),
kterou si prepiseme na ekvivalentni tvar

Vweg) (wuCw — wCu)
Axiom kone¢na tedy budeme uvazovat ve tvaru

(fin) (Vz) (Vg) [(Vw € q) (w Cz) & (Fw) (w € q)) —
— (Gueq) (Vweqg) (uCw — wCu)

Axiom regularity

Axiom regularity v teorii koneénych mnozin je konjunkci dvou podminek, z nichz prvni za-
rucuje existenci minimélniho prvku kazdé nepridzdné mnoziny vzhledem k nélezeni a dru-
h4 existenci tranzitivniho obalu kazdé mnoziny. Tato druh& podminka byvd uvadéna
ve dvou podobédch (které jsou pii platnosti ostatnich axiomu ekvivalentni), totiz jako
(Vx) (32 D x) (Trans(z)) nebo (V) (32 5 z) (Trans(z)). Pro tucely této prace budeme po-
uzivat prvni z nich. Nezkraceny zapis axiomu regularity je:

(reg) Vz) [ ((Fu) (uez) - (Fzez) (Vuez) (ud¢x))
& (FzDz) (Yu € z) (u C 2)]

Schema nahrazeni

Je-li p(u,v) formule, kterd neobsahuje volné proménné w, z, potom nésledujici formule je
axiomem ZFgi,:

(nahr) (Vu,v,w) ((¢(u,v) & p(u,w)) = v=w) —
— (Vz) (3z) (Vo) (v ez = (Fu € x) (p(u,v)))

3Naptiklad nabizejici se podminka v € ¢ & (Vw € ¢q) (w D u — w = u) nedava dobry smysl, protoze
z formule (Az) (Fy) (z # y & (Vq) (¢ & = & q ¢ y)), zajistujici existenci alesponr dvou rtiznych prazdnych
mnozin, by pak jiz vyplyvalo, Ze Z&dnd mnozina neni kone¢nd podle Tarského.



V kapitole 2 ukdzeme, Ze vSechny axiomy schematu nahrazeni jsou v ZF gy, disledkem instanci
jednodussiho schematu vydéleni. Je-li ¢(u) formule, ktera neobsahuje volnou proménnou z,
je nasledujici formule pfipadem schematu vydéleni:

(vyd) (Vz) (3z) (VYu) (u €z = (u €z & p(u)))

Axiomatika ASTg

Axiomatika ASTget sestavd z axiomi extenzionality, nuly a mnozinového naslednika, sche-
matu indukce a schematu e-indukce. Axiomy extenzionality a nuly jsou v ASTget stejné jako
v axiomatice ZF pip-

Axiom mnozinového naslednika

(ndsl) (Vz) (Vy) (3z) (Vg) (€2 = (gez V q=y))

Schema indukce

Schema indukce se obvykle uvadi v nasledujici podobé:

[p(0) & (Vz,y) (p(x) = plU{y})] = (Vz) (p())

Protoze pii nasich tvahach nemusi byt splnén néktery z axiomd nuly, naslednika nebo exten-
zionality, je tfeba indukci preformulovat tak, aby tyto axiomy implicitné nepouzivala.

Schema indukce fika: ,co plati pro prazdnou mnozinu a s kazdymi dvéma mnozinami i pro
jejich néslednika, plati uz pro kazdou mnozinu“. Protoze bez ostatnich axiomt prazdna mno-
Zina nemusi existovat nebo jich mize byt vice, je tfeba prvni podminku pieformulovat na tvar
,»,co plati pro libovolnou prazdnou mnozinu“; stejné tak, protoze ke dvéma danym mnozinam
nemusi existovat pravé jeden jejich mnozinovy naslednik, je tfeba druhou podminku vyslovit
opatrnéji jako ,a s kazdymi dvéma mnozinami i pro jejich libovolného naslednika“.

Za nezkracenou formulaci axiomu indukce pro formuli ¢ proto budeme povazovat formuli:

(ind) 1) (vz) (V) (¢ ¢ z) = ¢(z)) &
)

(1)
(2) (Vz,y) [p(x) — (V2) (V) (€2 = g€z V g=y) — ¢(2))]
- (Vz) (p(z))

Schema s-indukce

(eps) (Va) [(Vy € 2) (p(y)) = @(@)] = (Vo) (p(z))



1.4 Pouzivana tvrzeni

V tomto oddilu uvedeme nékterd tvrzeni dokazatelnd v ZF resp. ZF gin, kterd budeme v dal-
gich kapitolach pouzivat. Protoze jde vesmés o tvrzeni vSeobecné zndmé, nebudeme jejich
dtkazy uvadét.

Trida IT"

Pro libovolnd o, 8 € On, o < (3 plati pg C pj- Je-li mnoZina w tranzitivni, je rovnéz libovolné
pe a tiida IT* tranzitivni a plati: jestlize 6 > 1, a € py, b € pj, potom a Ub € pﬁlax(a 8)
a P(a) € pi. ;. Axiom regularity v ZF i ZF gy, je ekvivalentni tvrzeni, ze IT = V.

Tranzitivni modely

Je-li 9 model s absolutni rovnosti a nalezenim, tj. M = (u, Id N «?, E N u?), potom jsou
v M splnény axiomy rovnosti. Je-li navic mnozina v tranzitivni, jsou v modelu 9 splnéna
nésledujici tvrzeni:

e Extenzionalita: M = (ext).

e Absolutnost inkluze: M=z Cy [¢] = e(z) C e(y).

e Absolutnost nuly: M = (Vg) (¢ € 2) [e] = e(z) =0, tedy v 9 je splnén axiom nuly,
pravé kdyz 0 € u.

e Absolutnost dvojice: M (Vq) (¢ €z = (¢=2 V q=1)) [e] = e(z) = {e(z),e(y)}.

e Absolutnost sjednoceni: M = (Vq) (¢ € z = (Fw) (¢ € w € 2)) [e] = e(z) = Ue(z).
Dtsledkem absolutnosti sjednoceni a dvojice je absolutnost mnozinového naslednika;
axiom mnozinového naslednika je tedy v 9t splnén pravé tehdy, kdyz je u vici operaci
néslednika uzaviené.

e Absolutnost induktivnosti mnoziny: v tranzitivnich modelech uzavfenych na néaslednika

plati 9 |= Ind(x) [e] = Ind(e(x)).

e Absolutnost potence: je-li mnoZina u uzaviend na podmnoziny, je absolutni i pojem
potence, tj. M = (Vg) (g€ 2 = ¢ Ca) [¢] = e(z) = P(e(g)).

e Absolutnost koneénosti: je-li 4 uzaviend vicéi potenci a podmnozindm, je v 9 absolutni
i pojem konecnosti, tj. M = Fin(z) [¢] = Fin(e(z)).

e Absolutnost tranzitivity: 9 |= Trans(z) [e] = Trans(e(z)).



2 Zavislost schematu nahrazeni na
schematu vydéleni v ZFg;,

Ukazeme nejprve, ze pii formulaci axiomu konecna v podobé ,kazda mnozZina je konecné podle
Tarského“ schema nahrazeni v ZFgj, vyplyva z jednodussiho schematu vydéleni. Potom
ukdzeme (pomoci modelu v ZF), 7e pii formulaci axiomu konefna v podobé ,neexistuje
induktivni mnozina“ je schema nahrazeni na schematu vydéleni nezévislé.

2.1 S axiomem (fin)

ZFpin — (nahr) + (vyd) + (nahr,) pro libovolnou formuli ¢.

Nastin dukazu

Dikaz povedeme sporem. Méjme formuli ¢, kterd spliuje podminky schematu nahrazeni
a mnozinu a, kterd neméa ve ¢ sviyj ,obraz“. Uvazujme mnozinu b C P(a) téch jejich podmno-
zin, které jesté svij ,obraz“ maji. Ziejmé 0 € b, a ¢ b a snadno ukazeme, ze s kazdym r € b

je v b1imnozina r U {s} pro libovolné s € a — r # 0. Pak ale (neprazdnd) mnozina b C P(a)
nemd maximalni prvek viaci inkluzi — spor s Tarského konecnosti mnoziny a.

Podrobné provedeni dikazu

Necht ¢(u,v) je formule, kterd spliuje podminky schematu nahrazeni, tj. nemé volné pro-
meénné w, z a plati

(1) (Vu,v,w) (¢p(u,v) & p(u,w) — v=w)

(formule ¢ tedy kazdému ,vzoru“ wu pfifazuje nejvyse jeden ,obraz*). Chceme dokdzat, Ze
potom

(Vx) (32) (Vo) (v €2z = (Fu € x) (p(u,v)))



Dikaz vedeme sporem. Necht tedy a je libovolnd mnoZina takovd, %e neexistuje mnozina vSech
,obrazl jejich prvki ve ¢“, tj. ze

(2) = (32) (Vo) (v €z = (Fu € a) (p(u,v)))

Uvazujme mnozinu b C P(a) téch jejich podmnozin, k nimz mnoZina v8ech ,obrazi jejich
prvki ve ¢“ jesté existuje, tj.

b={qePla); (F2) (W) (vez = (Fueq) (p(u,v)))}
(mnozina b existuje podle axiomu vydéleni z mnoziny P(a)). Plati:
1. 0 € b, nebot ,obrazem* prazdné mnoziny ve ¢ je opét prazdnd mnozina: (Vv) (v € z =
(Ju € 0) (p(u,v))) plati pravé pro z = 0. Mnozina b je tedy neprazdna.

2. a ¢ b podle predpokladu (2). Pro kazdé r € b je tedy mnozina a — r neprazdna.

3. (Vreb) (Vse€a—r) (rU{s} €b). Necht totiz r € b; potom r ma ,obraz*“ ve ¢, ktery
oznalime ', tj.

(V) (ver’ = (Buer) (p(u,v)))

Mé&jme prvek s € a — r # 0. Podle (1) mohou nastat tyto dva pripady:

(a) Formule ¢ nepfifazuje prvku s zadny ,obraz“, tj. (Vv) —¢(s,v).
Potom ,obrazem* r U {s} ve ¢ je mnozina ', nebot pro kazdé v plati:

(Fu) (u €r & (u,v))

(Fu) (v er & e(u,v)) V @(s,v)
(Fu) (uer V u=s) & p(u,v))
(Fu) (weruU{s}t & p(u,v))

ver

(b) Formule ¢ prifazuje prvku s prvek s', tj. plati ¢(s, s').
Potom ,obrazem* r U {s} ve ¢ je mnozina ' U {s'}, nebot pro kazdé v plati:

ver Vo=y¢

(Fu) (v er & p(u,v)) V @(s,v)
(Fu) (wer vV u=s)& p(u,v))
(Fu) (v eruU{s} & p(u,v))

V obou pfipadech ma mnozina r U {s} ,obraz* ve ¢ (tj. (3z) (v € z = (Ju) (u €
rU{s} & ¢(u,v)))), a tedy rU {s} € b.

ver u{s}

4. Mnozina b C P(a) tudiZz nem4 maximalni prvek vadi inkluzi (ke kazdému r € b existuje
v b jeho nadmnozina o jeden prvek vétsi), tedy a neni kone¢na ve smyslu Tarského. Spor
s axiomem (fin).



2.2 S axiomem (fin’)

Vezmeme-li za axiom kone¢na tvrzeni ,neexistuje induktivni mnozina“, neni jiz schema na-
hrazeni na schematu vydéleni zavislé. UkdZeme model v ZF, ktery spliiuje vSechny ptislusné
axiomy vcetné schematu vydéleni a ve kterém neexistuje induktivni mnozina, ale schema
nahrazeni je v ném poruseno.

Definujme nésledujici mnoziny:

u = ({)un} } w=J un, tj.u=1{0{0},{{0}},...}

Un+1 = new

Mnozina u je ziejmeé tranzitivni, procez je tranzitivni také mnozina p%. V tranzitivnim modelu
M s nosiCem pY, jsou tedy splnény axiomy rovnosti a extenzionality. Protoze p{, obsahuje
prazdnou mnozinu a je uzaviend vuéi sjednoceni (a tyto pojmy jsou v tranzitivnim modelu
absolutni), jsou v 9 splnény axiomy nuly a sjednoceni. Protoze je dile p{ uzaviend vuci
podmnozindm a (tudiz absolutni) potenci, je v 9 splnén i axiom potence. DokdZzeme postupné
zbyvajici axiomy:

1. Neexistence induktivni mnoziny v 9 vyplyva z nésledujiciho lemmatu:
Lemma: (Vz €p?) (Ind(z) — z Cu)

Dukaz: Staci ukazat, Ze pokud induktivni mnozina z je prvkem p? pro néjaké n > 1,
pak také z € p¥_,. Indukénim sestupem potom totiz dostavame, ze z € p} = P(u), tj.
z C u, coz je pozadované tvrzeni.

Necht tedy z € p“ je induktivni, n > 1. Potom pro kazdé z € z je z U {z} € z,
tj. x € xU{x} € z € pf, tedy x € p_,. Mame tedy (Vo € 2) (z € pi_,), tj. z C pt_,,
neboli z € p?_,, coz bylo dokazati.

Protoze pojem induktivnosti je v tranzitivnim modelu uzavieném na néslednika abso-
lutni a mnozina u induktivni mnozinu jako svoji ¢4st zifejmé neobsahuje, je v 9 axiom
konecéna v podobé neexistence induktivni mnoziny splnén.

2. Schema vydéleni. Necht ¢(v) neobsahuje volnou proménnou z. Podle definice spliiovani
v M je

M= (Vz) (32) (Vo) (g€ 2z = gez & p(q)) [e] =
= (Maepl) (Ibepl) Veepl) (ceb = cea & ¢(c))

kde ¢(e'(t)) je formule zdkladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici, ze M = p(t) [¢'],

I _qzx
kde ¢ = chaC

UkéZzeme, ze mnozinad = {c € a: ¢(c)} C a € p® je prvkem p” , a je tudiz hledanym b:
Jestlize a € pi pron >0, pak d C a C p_,, tedy d € py. Pokud naopak a € u, potom
z tranzitivity u je d C a C u, tedy d € p}.

3. Axiom regularity v 9t je disledkem toho, ze p? C II. Existence tranzitivniho obalu
vyplyva z faktu, ze pojem ,byt tranzitivni“ je v tranzitivnim modelu absolutni a kazda
hladina pj, je tranzitivni.



4. Schema nahrazeni. 7Z axiomu regularity v ZFgjy, vyplyva, Zze II = V, neboli Ze
(Vz) (In € N) (z € py). Protoze pojmy ,byt pfirozenym ¢islem* a byt hladinou p,“
jsou v tranzitivnim modelu uzavieném na mnoZinové operace absolutni,’ muselo by pii
platnosti schematu nahrazeni platit (Va € p%) (In € N) (a € py,). Protoze vsak p,, # p¥,
neni v M tvrzeni I = V splnéno, a schema nahrazeni je tudiz poruseno.

Jiny dikaz: Uvazujme predikat

R(z,n) = Nat(n) & (3f) (f je prostd funkce &
& Dom(f)=n+1 & (0,0) € f &
& (Ymen) (Vz) ((m,z) e f = (m+1,{z})ef)&
& (n,z) € f)

Predikat R lze zfejmé nadefinovat bez axiomu nahrazeni a je v tranzitivhim modelu
uzavieném na mnozinové operace absolutni. Snadno lze ukizat, ze ke kazdému z existuje
nejvyse jedno n takové, ze R(z,n), a naopak ze pro kazdé pfirozené &islo n existuje
x € u takové, ze R(x,n). Plati u € p, ale {y : (3z € u) (R(z,y))} = w ¢ p*, schema
nahrazeni pro formuli R(z,y) neni tudiz splnéno.

'Predikéat , byt hladinou p,“ lze definovat jako:

pn(z) = (Fy) Nat(n) & Dom(y) =n+1& y"0=0& (Vmen) (y'm+1=Py"m)) & z=y"n)
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3 Nezavislost axiomi AST gt

V nésledujicich odstavcich prokdzeme pomoci modeld v ZF nezéavislost axiomi extenzionality,
naslednika, schematu indukce a e-indukce na ostatnich axiomech ASTget a naopak ukazeme
zévislost axiomu nuly na axiomu indukce (pfi jeho formulaci uvedené v 1.3).

3.1 Extenzionalita

Oznatme o0 = {w}, u = {o}. Jako model prokazujici nezavislost axiomu extenzionality vez-
meme tranzitivni model 9t s nosicem v = p?. Vyslovime tii pomocnd tvrzeni:

Lemma 1: (Va € v) (Fin(a))
Dikaz: Indukci dokdzZeme, zZe kazda hladina p? obsahuje pouze kone¢né mnoho konec¢nych
mnozin:

1. p§ = {o} obsahuje jedinou mnozinu o = {w}, kterd je konecna (jednoprvkova).

2. Necht p¥ obsahuje pouze kone¢né mnoho koneénych mnozin. Potom

(a) ppi = P(py)U{o} je rovnéz konecna, nebot potence kone¢né mnoziny je kone¢na;

(b) kazdy prvek = € p,; = P(p;;) U{o} je kone¢ny, nebot bud z = o = {w}, coz je
koneénd mnozina, nebo z C p;, kterd je konecnd podle indukéniho predpokladu.
Tim je dtikaz hotov.

Lemma 2: (Ya €v) (a ¢ 0)

Dukaz: Podle definice 0 = {w} je (Va) (a € 0 = a = w), ale w ¢ v, nebot v obsahuje podle
lemmatu 1 pouze kone¢né mnoziny.

Lemma 3: (Va€v) (a# 0 — aCw)

Dukaz: Pokud a # o & a € v, pak podle definice v je a € pj pro néjaké n > 1, tedy
a C p%_1 C .

Protoze rovnost a nalezeni jsme ponechali absolutni, jsou v 9 splnény axiomy rovnosti. Do-
kdzeme nyni jednotlivé axiomy ASTget + (ext):
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1. Negace extenzionality. Dokazeme, ze

ME Tz,y) (r£y & (Vg) (g€ = q€vy))

To je podle definice spliiovani v modelu ekvivalentni tvrzeni, ze
(Fa,bev) (a#b& (Veev) (c€a = ceb))

Toto tvrzeni je splnéno pro a =0, b =o:

(a) 0,0 € v, nebot o € p§ podle definice a 0 C pf, tedy 0 € pt.
(b) o # 0, pritom vsak (Ve € v) (¢ ¢ 0), jelikoz 0 je prazdna, a také (Vc € v) (c ¢ o)
podle lemmatu 2.

2. Axiom nuly. Podle definice spliiovani v modelu je
M= (nul) = (Feew) (Vdew) (d¢c),

coz je splnéno pro ¢ = 0 € v (nebot 0 je prazdnd) nebo pro ¢ = o € v (nebot o nemé
v modelu zadné prvky podle lemmatu 2).

3. Axiom néaslednika. Podle definice splhovani v modelu je

M |= (nasl) =
= (Va,bewv) (3ccv) (Vdewv) (dec =dea V d=0D)

Méjme libovolna a, b € p¢ a vezméme ¢ = a U {b}. Podle tvrzeni uvedeného v oddilu 1.4
je c =aU{b} € p. Pfitom platid € ¢ = d € a V d = b dokonce pro kazdé d, tim
spise pro d € v.

4. Indukce. Podle definice splhovani v modelu je

M | (ind,) [e] =
(I1) = (Ma€ew) (Vdew) (d¢a) — ¢(a))
(12) & (Ya,b,cev) ((pla) & (Vdev) (dec = de€a V d=Db) —
— ¢(c))
(I3) — (VYa € v) ¢(a)

kde ¢(e'(t)) je formule zékladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici, ze M = p(t) [¢'],
kdee =¥ "e.

Toto tvrzeni dokdZeme sporem. Necht je splnéno (I1) a (I2) a necht existuje h € v
takové, ze = ¢(h). Pokud h = 0 nebo h = o, pak podle (I1) je ¢(h), jelikoz 0,0 nemaji

ve v zadné prvky — spor.

Necht tedy h € pt, n > 1, h # 0. Vezméme takové h nejmensi mohutnosti. Protoze h
je neprazdna, existuje néjaké g € h; plati g € v (nebot h C v podle lemmatu 3), a tedy
také {g} € v, h — {9} € va h = (h —{g}) U{g}. Protoze vSechny mnoziny ve v jsou
kone¢né, ma h — {g} mensi mohutnost nez h, a tedy podle pfedpokladu plati @(h —{q}).
Déle zfejmé plati (Vd € v) (d € h = d € h—{q} V d = q), takze podle (12) dostavame
$(h) — spor.
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5. e-indukce. Podle definice spliiovani v modelu je

M = (eps,) [o] =
(E1) = (Maewv)[(Vbev) (bea — ¢(b) — ¢(a)]
(E2) = (Va €v) ($(a))

kde gb( '(t)) je formule zékladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici, ze M = p(t) [¢'],
kde ¢/ = ¥ "e.

Toto tvrzeni dokdzeme sporem: Necht plati (E1) a necht pro néjaké h € v je = ¢(h).
Vezméme takové h na nejmensi hladiné pl. Jestlize h = o, pak ¢(h) podle (E1), nebot
o nemé ve v zddné prvky — spor.

Necht tedy h € p¥, n > 1. Potom (Vb € h) (b € pft_;), tedy podle pfedpokladu nejmensi
hladiny je (Vb € h) $(w). Pak ale podle (E1) plati $(h) — spor.

Tim jsme dokonéili dikaz vSech axiomi ASTget + (ext) v modelu 9.

3.2 Nula

P¥i nasi formulaci schematu indukce (viz oddil 1.3)

(ind) 1) (Vo) (Ve) (¢ ¢ 2) — wlz) &
)

(1)
(2)  (Va,y) (p(x) = olzU{y}))
= (V&) (p(2))

je axiom prazdné mnoziny jeho disledkem. Diikaz provedeme sporem.

Predpokladejme, ze neexistuje zddnéd prazdnd mnozina, tedy Ze (Vz) (Jy) (v € z). PouZijme
schema indukce pro libovolnou kontradiktorickou formuli ¢(x), naptiklad x # z. Protoze je
podle predpokladu kazdd mnozina neprazdnd, je prvni indukéni podminka (Vq) (¢ ¢ )
©(z) splnéna trividlné. Protoze dile z # z neni splnéno pro zadné z, je i druhd indukéni
podminka (Vz,y) (¢(x) — ...) splnéna trividlné. Podle axiomu indukce pro formuli z # z
tedy plati (Vz) (z # x). Z predpokladu neprazdnosti univerza vSak vyplyva, ze (3z) (z = x)
— spor.

3.3 Mnozinovy naslednik

Modelem prokazujicim nezéavislost axiomu mnozinového néslednika je libovolny tranzitivni
model py, tj. model M,, = (p,,, IdN (p,)?, EN(p,)?), kde n > 1.! Dokazeme, Ze v libovolném
z téchto modeli jsou splnény vechny axiomy teorie ASTget + (nasl).

'Nejjednodugsim z téchto modeld je MMy = ({0}, {(0, 0)},0), pro n&jZ jsou ditkazy spliiovani vétSiny axiomi
(zejména indukce a e-indukce) trivializovany.
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. Protoze rovnost a nalezeni jsme ponechali absolutni a mnoziny p,, jsou vesmés tranzi-
tivni, jsou v kazdém z modeld 91, splnény axiomy rovnosti a extenzionalita.

. Axiom nuly je v 91, splnén, protoze v tranzitivnich modelech je pojem prazdné mnoziny
absolutni a 0 € p, pro vSechna n > 1.

. Platnost negace axiomu néslednika v 9,, vyplyva z toho, Ze pojem néslednika je v tran-
zitivnich modelech absolutni a pro kazdé pfirozené ¢islo n plati n € p,11 — p,. Zadna
z mnozin p, neni na operaci naslednika uzaviena, nebot pro z =y =n — 1 € p, je
zU{y} =n & py, tedy podle tvrzeni uvedenych v oddilu 1.4 neni v zidném 9,, axiom
néslednika splnén.

. Schema indukce. Méjme libovolnou formuli ¢(z). Podle definice spliiovani v modelu je

M, = (ind,) [e]
(I1) = [(Va€epn) (a=0 — ¢(a) &
(12) (Va,b,c € pp) ($(a) & c=aU{b} = ¢(2))] —
(I3) (Va € py) (¢(a))

kde ¢(€'(t)) je formule zakladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici, ze M, = ¢(¢) [¢'],

! __zywx
kde e =} .6

Necht plati (I1), (I2) a h je mnozina nejmensi mohutnosti v p,, pro kterou neplati @(h).

(a) Pokud h = 0, pak podle (I1) plati ¢(h) — spor.

(b) Pokud h # 0, pak h = (h — {s}) U {s} pro né&jaké s € h, pficemz z definice p,, je
ziejmé, ze s i h — {s} jsou prvky p,. Mohutnost h — {s} je mensi nez mohutnost
h, tedy podle predpokladu minimality & plati ¢(h — {s}). Podle (12) tudiz plati
o((h —{s}) U{s}), neboli ¢(h) — spor.

Tim je platnost axiomu indukce pro formuli ¢ v modelu 91, dokizana.

. Schema e-indukce dokézeme obecnéji pro libovolny tranzitivni model 9, s nosicem py,
kde a € On, coz vyuzijeme v ¢asti 3.4. M&me formuli ¢(z). Podle definice spliovani
v modelu plati

Ma = (eps,,) [e]
= (Vaepa) [(Voepa) (bea = &(b) = ¢la)] =
— (Ya € pa) (£(a))
(Va € pa) [(Vb € a) (£(b)) — &(a)] —
(E2) — (Va € pa) ($(a))

—
=
—

~
Il

kde ¢(€'(t)) je opét formule zadkladniho jazyka teorie mmnozin vyjadiujici, ze 9, E
o(t) [¢'], kde ¢’ = ¥7e. Druhd z ekvivalenci je disledkem tranzitivity p, (mnozina
a € po ma prvky pouze v pg).

cvv s

Protoze h € pg, plati (Vs € h) (s € pg—1), a tedy podle predpokladu minimality 3 je
(Vs € h) (¢(s)). Podle (E1) pak ale také @(h) — spor.
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Tim je dokdzano, ze M, je pro kazdé n > 1 modelem teorie ZF gj, + (nédsl) a axiom naslednika
je tudiz nezavisly na ostatnich axiomech ZFpiy.

3.4 Schema indukce

Jako model prokazujici nezavislost schematu indukce mtize slouzit kazdy tranzitivni model
90y s univerzem py, kde A je libovolny limitni ordinal vétsi nez w (nejjednodusseji tedy py.2).
Dokazeme jednotlivé axiomy:

1. Kazdy z modelt 9, je tranzitivni, takZe jsou v ném splnény axiomy rovnosti i exten-
zionality (viz oddil 1.4). Protoze 0 € pjy, je splnén i axiom muly.

2. 'V tranzitivnich modelech je pojem mnozinového naslednika absolutni, staci tedy ukazat
uzavienost py vici této operaci. Necht a € po, b € pg, o, 8 < A. Potom {b} € pgi1,
a tedy podle 1.4 je a U {b} € pmax(a,s)+2, tedy a U {b} € py, coz bylo dokéazati.

3. Dtikaz schematu e-indukce jsme provedli v oddilu 3.3 (bod 5) obecné pro libovolny
tranzitivni model p,, a € On.

4. Zbyva ukazat, ze v modelech My je poruseno schema indukce. Vezméme jeho instanci
pro formuli p(z) = Fin(z). Protoze py je uzaviené vidi potenci a podmnozinam, je
pojem konecnosti mnoziny absolutni. Formule ¢ tudiz spliiuje v modelu 9 predpoklady
axiomu indukce, nebot plati Fin(0) & ((Vz,y € py) (Fin(z) — Fin(z U{y})). Protoze
viak w € p) & - Fin(w), je My = - (Vz) (Fin(z)), neboli

M, = [Fin(0) & (Vo,y) (Fin(z) — Fin(z U {y})] & - (Vo) (Fin(s)),
tj. My f= = (indpyy () ), oz bylo dokézati.

3.5 Schema c-indukce
Necht u ¢ p,,, napiiklad v = {w}. Definujme mnoziny
o = {u} ,
Pyt = chﬁ%>—ﬁw} v:éﬁ%
a relace

r— = Idnov?
re = {{u,u)} UEN - {u})?]

Za model v ZF prokazujici nezavislost schematu e-indukce vezmeme 9 = (v,r_,r¢). Vyslo-
vime nejprve nékolik lemmat:
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Lemma 1: Pro vSechna a,c € v plati:

a#u — ((c,a) €Ere = c€a)
a=u — ({c,a) Erc =

I
o
I

£

Dukaz je ziejmy z definice re.
Lemma 2: (Va€v) (a#u — aCw)

Dukaz: Jestlize a # u, pak podle definice v je a € p|, pro n&aké n > 1. Podle definice p!, je
pak a C U,,cnpy, C 0.

Lemma 3 (spliovani prazdnosti v 9):

M= (Vg) (¢ ¢ x) [e] = e(z) =0

Dukaz: Pro e(z) = u plati ekvivalence triviadlné. Pro e(z) # u je

ME(Vg) (g z)[e] = (Veew) ((eelz) Ere) =
= (Vcev) (cdel) = =
= () (c ¢ ela) -
= e(z)=0

Prvni ekvivalence plyne z definice spliiovani v 9, druhé z lemmatu 1, tfeti z lemmatu 2
(e(x) C v) a ¢tvrtd z extenzionality.

Lemma 4 (pieklad pojmu néslednik):

ME=(Vg) (gez = gex V g=y)e] = elz) = Nle(z),e(y))

kde N je funkce zadand nasledujici tabulkou (hvézdic¢kou jsou vyznaceny piipady, kdy e(z) #

e(z) Ude(y)}):

Ne(@).ew) || el) =0 | ely) =u | ely) ¢ {0,u} |
z) =0 {0} u {e(y)}

u {0,u} * u” {ue(y)}
¢ {0, u} || e(x) U{0} | e(2) U{u} | e(x) U{e(y)}

i

<

Ddakaz: Dokazeme postupné nésledujici dvé tvrzeni, kterd zahrnuji vSechny ptipady:

1. Proe(z) =uplatiMm = (Vg) (€2 = g€z V g=y) [e], pravé kdyz e(z) = e(y) = u
nebo e(z) =0, e(y) = u.

2. Proe(z) ZuplatiM = (Vg) (¢ €z = g€z V g
u,e(2) = {u,e(y)} nebo e(x) ¢ {0,u}, e(z) = e(x)
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1. Necht tedy e(z) = u. Potom podle lemmatu 1 je

= g€z V g=y)le
(Ve € v) ({c,e(2)) €re = (c,e(x)) €Ere V c=e(y))
(Veew) (c=u = {(ce(x)) €Ere V c=ce(y))

(1)

Podminka (1) je zfejmé splnéna pro dvojice e(z) = e(y) = u a e(z) = 0,e(y) = u;
ukazeme, Ze pro jiné dvojice splnéna neni:

Pokud e(y) # u, pak (1) neplati zfejmé. Pokud e(z) ¢ {0,u}, pak podle lemmatu 1
nabyva (1) tvaru

(Veewv) (c=u = c€e(z) V c=u)

Protoze e(x) # 0 a {u} ¢ v, ma e(z) néjaky prvek rizny od u a (1) rovnéz neni splnéno.
2. Necht nyni e(z) # u. Potom z definice spliiovani v 9 a tranzitivity v — {u} dostaviame
M (Vq) (g€z = ge€a vV g=y) [¢]

(Ve ew) (c€e(z) = (ce(z)) €Ere V c=e(y))
(Ve) (c€e(z) = (c,e(x)) €Ere V c=e(y)))

(2)

Jestlize e(z) = u, nabyva (2) tvaru

(Ve) (c € e(z)
= e(2) ={u,ely)

c=u V c=e(y))

—
Il

Pravé pro e(y) = u je ale {u,e(y)} = {u} ¢ v, tedy piie(z) = e(y) = u neni (2) splnéno
pro zadné e(z) # u.

Jestlize naopak e(z) # u, nabyva (2) tvaru

(Ve) (cee(z) = ¢
= e(z) =e(z)U{e(y)}

Praveé pro e(z) = 0,e(y) = u je ovSem e(z) U{e(y)} = {u} ¢ v, tedy piie(z) = 0,e(y) =
u neni (2) splnéno pro zadné e(z) # u.

Pristoupime nyni k dikazu jednotlivych axiom:

1. Axiom extenzionality. Podle definice spliiovani v modelu 9 je

M = (ext) =
= (VMa,bev) (a=b = (Veew) ((c,a) ere = {(c,b) €1¢))

e Pokud a = u, b = u, je (1) ziejmé splnéno.

e Pokud a = u, b # u, je b # {u} podle definice v, b C v podle lemmatu 2. Pokud
b = 0, pak je podminka (1) splnéna, jinak mé b néjaky prvek ¢ # u a podminka
(1) je splnéna rovnéz, nebot jediné ¢ takové, ze (c,a) € rc¢ je ¢ = u.
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e Pokud a,b # u, potom a,b C v podle lemmatu 2 a vztah (1) vyplyvé z lemmatu 1
a extenzionality.

2. Splnéni axiomu nuly vyplyva z lemmatu 3.
3. Axiom néslednika vyplyva z lemmatu 4 — pro vSechny piipady je N(e(z),e(y)) € v.

4. Schema indukce. Mé&jme libovolnou formuli ¢. Podle definice spliovani v 9t a jiz doka-
zanych axiomd je:

M = (ind) [e] =
= (Mae€w)(a=0 — ME () [Te])
& (Va,b,c € v)

(M |= p(z) [Ge] & c=N(a,b) — M p(2) [Je])
— (Va €v) (M= (z) [ge]) =
¢(0)

(12) & (Va,b,c € v) (¢(a) & ¢ = N(a,b) — ¢(c))
— (Va € v) (¢(a))

—
i
—

N
Il

kde ¢(€'(t)) je formule zékladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici, ze M = ¢(¢t) [¢'].
Z lemmatu 4 a podminek (I1°), (I2’) pro kazdou nejvyse dvouprvkovou mnozinu r € v
vyplyva ¢(r):

0) podle (I17), odtud ¢(u) podle (12’), nebot v = N (0, u),

{z}) pro z € v podle (I2’), nebot {z} = N (0, z),

{0,u}) podle (I2’), nebot {0,u} = N(u,0),

{z,y}) pro z € v — {0,u}, y € v podle (I12’), nebot {z,y} = N({z},y).

* ¥
°* ¥
* ¥
* ¥

A~ o~~~

Vezméme h € v nejmensi mohutnosti takové, ze spliuje (I11°), (I2’), a ptitom —@(h).
Jelikoz h je aspon trojprvkova, obsahuje néjaky prvek g ¢ {0,u} a (podle lemmatu 4)
plati h = N(h—{g}, g). Protoze ale h—{g} ma mensi mohutnost nez h (vSechny mnoziny
ve v jsou konecné), plati ¢(h — {g}), a tedy podle (12’) také ¢(h) — spor.

5. UkaZzeme, Ze v 9 neni splnéno schema e-indukce pro formuli z ¢ x:

M = (epsyg,) =
(E7) = (Vaeco) [(Vbev) ((ba) €ere — (b,b) Ere) — (a,a) E el
— (Va €v) ((a,a) ¢ e)
Podminka (E’) je splnéna pro kazdé a € v:
e Pro a = u neni splnéna podminka (b,u) € re — (b,b) ¢ rc pro b = u, takze (E’)
plati trividlné.
e Pokud a # u, potom (a,a) ¢ rec pravé kdyz a ¢ a, coz je splnéno pro kazdé a € v

(nebot v C II{*}), takze podminka (E) je rovnéz splnéna.
Pritom ale (u,u) € re, neplati tedy (Va € v) ((a,a) ¢ rc) a tudiz 9 nesplituje schema
e-indukce pro formuli z ¢ .

Tim je dokoncen ditikaz nezavislosti schematu e-indukce na ostatnich axiomech ASTge¢.
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4 Nezavislost axiomu ZFg;,

Nésledujici odstavce ukazuji modely v ZF prokazujici nezavislost axiomli extenzionality, ko-
necna, regularity a potence. Z nemoznosti konecné axiomatizace ZFgi, vyplyva nezivislost
schematu nahrazeni. Axiomy nuly a sjednoceni jsou naopak v ZFg;, zavislé na ostatnich
axiomech.

4.1 Extenzionalita

Model prokazujici nezavislost extenzionality v ZF gy, je tyz jako pro ASTgey — viz oddil 3.1,
kde jsme jiz dokazali, ze jsou v ném splnény axiomy rovnosti a nuly a Ze naopak neni splnén
axiom extenzionality. DokéZeme nyni platnost zbyvajicich axiomi ZFg;, v 9. Budeme pfitom
vyuzivat lemmata 1-3 dokézana v ¢asti 3.1 a dalsi pomocnd tvrzeni, kterd dokdzeme nyni:

Lemma 4 (splnéni predikdtu inkluze v 901):

M=z Cyle] = e(z) Ce(y) V e(z) =0
Ddukaz: Plati nasledujici ekvivalence:

M=z Cy e

M (Vg) (gex = qey) e
(Veew) (cee(x) — cee(y))
e(z) Ce(y) V e(r) =0

—~
[a—
~—

i

(2)

Prvni ekvivalence je definici inkluze, druh4 definici spliovani v modelu. Tt¥eti ekvivalenci
dokizeme postupné:

(2) — (1): Jestlize e(x) = o, potom je (1) splnéno, nebot o neméa ve v zadné prvky (podle
lemmatu 3 v ¢asti 3.1); jestlize e(z) C e(y), potom (1) plati pro kazdé ¢, tim spiSe pro ¢ € v.

(=2) — (—1): Pokud e(z) # o, pak e(x) C v podle lemmatu 3 v ¢asti 3.1, tedy e(z) € e(y)
znamena, ze (Ic € v) (c € z & ¢ ¢ e(y)), QED.

Lemma 5 (prazdnost v 9):

M (Vg) (4 ¢ 2) [e] = e(z) =0 V e(z) =0
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Ddakaz: Mnozina o nemd ve v zddné prvky podle lemmatu 2, libovolna jiné je podle lem-
matu 3 ¢asti v, a tedy nemd zaddny prvek ve v, pravé kdyz je prazdna.

Lemma 6 (splnéni predikitu tranzitivity v 9i):
M |= Trans(z) [e] = e(z) =0 V (Vcee(z)) (c=0 V cCe(x))
Dukaz: Podle definice spliiovani v 9 a lemmatu 4 plati nasledujici ekvivalence:

9N = Trans(z) [e]

ME (Vg) (g€z — ¢ Cx)le]

(Veewv) (cee(x) = (c=0 V cCe(x)))
e(r) =0 V (Veee(z)) (c=0 V cCe(x))

Axiom potence

Podle definice spliiovani v 91 a lemmatu 4 je:

M = (pot) [e] =
= (Ma€w)(FIbew) (Veew) (ceb = MEqgCax[e]) =
= (Ma€w)(Ibewv) (Vcev)(ceb =cCa V c=o0)

kde ¢/ = 97 %e. Mé&jme tedy a € v a vezméme b = P(a) U {o}; podle 1.4 je b € Pru(ay+1>

cba

tj. b € v a podminka (c € b = ¢ Ca V ¢ = o) plati pro vSechna ¢, tim spiSe pro ¢ € v. QED

Sjednoceni
Podle definice spliiovani v modelu je

M |= (sjedn) =
(1) = Vaew) (Fbewv) (Veewv) (ceb = (Idev) (ced & de€a))

Jestlize a = o, pak vyhovuje b = 0 nebo b = o (protoze nemaji ve v zadné prvky). Jestlize
naopak a # o, potom a C v podle lemmatu 3 ve 3.1. Vezméme b = |J(a — {o}). Plati:

ceJla—{o}) = (Fd(dca&d#okced) =
= (Idev)(dea&kd#o&ced) =
= (Idev)(ced&dea)

Druh4 ekvivalence vyplyva z toho, ze a C v a tfeti z toho, Ze o nema ve v zZddné prvky.
Pritom b € v, nebot je-li a € p¥, je U(a — {o}) € p*_;; toto U(a — {o}) je tedy hledanym b
v (1) a axiom sjednoceni je tudiz v 9 splnén.
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Koneénost

Podle definice spliiovani v modelu a lemmatu 4 je

M = (fin) =
= (Va,bev)
(K1) [(Vdev)(deb - (dCa V d=0)) &
(K2) & (Ghew) (heb)) —

— (Jecewv) (ceb& (Vdewv)[deb —
— (3sev)(sed&s¢c) = (Ftev) (tec&ktdd)]

Podminka neprazdnosti (K2) v antecedentu vylu¢uje b = 0 a b = o, tedy podle lemmatu 3 je
b C v. Podminku (K1) lze tudiz prepsat:

(K1) = (Vdeb)(dCa V d=o) =
= bCP(a)U{o}

Staci tedy najit ¢ € b (pak uz ¢ € v), Ze plati
(1) (Vdeb) (Fsev)(sed&s¢c) — (Ftev)(tecktdd)
Rozlisime dva piipady:

1. 0 ¢ b. Protoze a je koneéna, ma b C P(a) maximalni prvek vaéi inkluzi. Ozname
tento prvek c¢; dokdzeme, Ze spliuje podminku (1). Vezméme libovolné d € b. Jelikoz
o ¢b,jec,d# o, tedy podle lemmatu 3 je ¢,d C v. Podminka (1) se tedy redukuje na
(3sed) (sé¢c) — (3tec) (t¢d),coz plati podle predpokladu maximality ¢ v b.

2. 0 € b. Pokud b = {0}, je podminka splnéna pro ¢ = 0. Pro b # {o} mé neprizdna
mnozina b — {o} C P(a) maximalni prvek c. Toto ¢ spliiuje podminku (1) vaéi kazdému
d € b— {0} (dikaz je stejny jako v pfedchozim bodé) a pro d = o je podminka splnéna
rovnéz, nebot o nemd ve v zadné prvky. QED

Regularita
Podle definice spliiovani v 91 a lemmatu 5 dostavame:

M= (Vo) [(Vo) (wi2) — (39) (weq » wia)] =

(1) (Va€v—{0,0}) (Fbev) (bea& (Vcev) (ceb — c¢a))

Necht tedy @ € v — {0,0}. Vezméme prvek h € a na nejmensi hladiné p/,. Protoze podle
lemmatu 3 je a C v, je h € v. Jestlize h # o, ma h podle pfedpokladu minimality p], prvky
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pouze ve v — a; jestlize h = o, potom nemd vibec zZaddny prvek ve v. V obou pripadech je h
hledanym prvkem b a tvrzeni (1) je splnéno.

Dokédzeme nyni druhou podminku axiomu regularity. Podle definice splhovani v 9t a lem-
matu 6 plati:

M= (Vz) (3z) (z C z & Trans(z)) [e] = (Va €v) (Fb € v)
(2) [(@CbVa=0)&((b=0c V (Veceb) (c=0 V ¢ Cbh))

Jestlize a = o, je podminka (2) splnéna pro b = 0. Podle definice hladin p, pro libovolné jiné

a€p,n>1platia Cpl, ;a(Ve€pyp_1) (c=0c V ¢Cpl_,), tvrzeni (2) je tedy splnéno
pro b =pj,_;.

Nahrazeni

Necht ¢(r, s) je libovolna formule, kterd neobsahuje volné proménné ¢, z. Podle definice spl-
novani v M dostédvame:

M = (Vr, s,t) (p(r,s) & o(r,t) — s=t) —
— (Vz) (J2) (Vq) (¢ €z = (Ir) (rex & o(r,q)) =
1) = (Whyi,j € 0) (Blhi) & $lhng) - i=f) -
(2) — (Va€ew) (Fbewv) (Veew) (ceb = (3dew) (d€a& ¢(d,c)))

rstrzq

kde @(€¢/(f), €' (g9)) je formule zédkladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici skutecnost, ze M |=
o(f,qg) [¢], pficemz ¢’ = hijabe

Chceme nyni najit ke kazdému a € v néjaké b € v, které spliuje podminku (2). Pro a = o je
takovym b nula nebo o, které nemaji ve v zadné prvky.

Méjme tedy a € v, a # 0. Podminka (1) zajistuje, ze ¢ spliuje jednoznacnost obrazi na v.
odf . . o - , . o« .
Formule ¢ (h,i) = @(h,i) & h € v & 7 € v tedy spliiuje podminku jednoznac¢nosti obrazu

pro kazdé h. Podle lemmatu 3 je ¢ C v a podle axiomu nahrazeni pro formuli ¢ tudiz existuje
b tak, Ze

(Ve) (ceb = (3d) (d € a & P(d,c))) =
= (Vo) (ceb = (Fd) (dea & ¢p(d,c) &dev&cev)) =
(3) = (Ve)(ceb = cev& (Idew) (dea & o(d,c)))

Podle (3) je b C v, tedy b C p, pro néjaké n (nebot b je konecnd podle lemmatu 1), tedy
b € pni1, a tedy b € v. Toto b tudiz v dusledku (3) spliuje podminku (2) a dikaz je hotov.
Tim je zarovenn dokoncen dikaz toho, ze M je modelem teorie ZF i, + (ext).
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4.2 Nula

Axiom nuly je v ZFgy, stejné jako v ZF zdvisly na schematu vydéleni (které je disledkem
schematu nahrazeni). Prazdnou mnozinu lze vydélit jako podmnozinu kterékoli mnoziny li-
bovolnou kontradiktorickou formuli ¢(v).

4.3 Sjednoceni

Axiom sjednoceni je v ZFpi, zavisly na ostatnich axiomech. Dokazeme postupné existenci
mnozinového naslednika (tj. sjednoceni s jednoprvkovou mnozinou), sjednoceni dvojice mno-
zin a konec¢né sjenoceni libovolné mnoziny.

Existence naslednika

Chceme dokazat:

(Vz) (Vy) (32) (Vg) (€2 = g€z V q=y)
Vezméme libovolné mnoziny z, y. Sestrojime formuli, kterd bude kazdému singletonu {z} €
P(x) pfifazovat jeho jediny prvek z a kazdé jiné mnoziné z P(z) pfifazovat y; mnozindm mimo
potenci x nebude prifazovat zadny prvek. Takova formule zjevné spliiuje podminku axiomu

nahrazeni, nebot kazdé mnoziné pfifazuje nejvyse jeden ,obraz*. Pozadované vlastnosti ma
napriklad formule:

pu,v) = uCx & [(ver & (Vg) (geu = ¢g=v)) V
Vw=y&-(3z) (geu = q=2))]

Podle axiomu nahrazeni existuje mnozina a = {v; u € P(z) & ¢(u,v)}, kterd je hledanym
naslednikem:

1. zjevné p(u,v) = v €x V v =y (viz tvar formule ¢),
2. y € a, nebot 0 C z neni singleton, tedy ¢(0,y),

3. libovolny prvek z € x nalezi do a, nebot je pfifazen singletonu {z} € P(z).

Mnozina a je tedy hledanym néslednikem mnozin x a y.

Sjednoceni dvojice mnozin
Chceme dokazat:
(Vo) (Vy) (32) (Vg) (¢ €z = g€z V q€y)
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Vezméme libovolné mnoziny z, y. UvazZujme mnozinu

a ={y' Cy;(32) (Vg) (4€2 = g€z V ge€y)} C P(y)

tj. mnozinu téch ¢asti y, pro které existuje jejich sjednoceni s  (tato mnozina existuje podle
axiomu vydéleni a potence). MnoZina ¢ mé (podle axiomu kone¢na aplikovaného na y) maxi-
malni prvek viéi inkluzi, ktery oznacime b. Pokud b = y, pak sjednoceni mnozin x a y existuje,
nebot b € a. V opaéném piipadé dospéjeme ke sporu: vezméme prvek yo € y — b; podle jiz
dokézané existence sjednoceni s jednoprvkovou mnozinou umime ke sjednoceni mnozin x a b
tento prvek ptidat, coz je spor s maximalitou mnoziny b.

Sjednoceni libovolné mnoziny

Chceme dokéazat:
(Vz) (Fz) (Vq) (¢ €z = (Fw) (¢ € w & w € x))

Postup je podobny jako v predchozim ptipadé. Vezméme libovolnou mnozinu x. Uvazujme
mnozinu

a = {2 Cx;(32) Vq) (qez = (Fw) (g€ w & wex))} C Px)

tj. mnozinu téch z’ C z, jejichz sjednoceni existuje. Tato mnozina mé4 maximalni prvek vici
inkluzi (nebot mnozina z je kone¢nd). Pokud b = z, pak sjednoceni mnoziny x existuje.
V opacném pripadé dospéjeme ke sporu: vezméme libovolnou mnozinu xzg € x — b; podle jiz
dokézané existence sjednoceni dvojice mnozin umime ke sjednoceni mnoziny b tuto mnozinu
prisjednotit, coz je spor s maximalitou mnoziny b.

Tim je axiom sjednoceni dokazan z ostatnich axiomi ZFgi,.

4.4 Konecnost

Teorie ZF g, s negaci axiomu konecna je v podstaté teorii ZF. Jediny rozdil je ten, Ze axiom
nekoneéna byva v teorii ZF obvykle formulovan v podobé ,existuje induktivni mnozina“,
nikoli ,existuje mnozina, kterd je nekonecnd ve smyslu Tarského“. Protoze vsak induktivni
mnozina je nekonecné podle Tarského, jsou v teorii ZF splnény vSechny axiomy teorie ZFpin+
(fin). Trividlni interpretace * teorie ZFpi,+(fin) v teorii ZF, kdy z* interpretujeme jako z € V
a predikidty rovnosti a nalezeni ponechdame absolutni, tedy prokazuje jeji bezespornost (viuci
ZF), a tedy i nezavislost axiomu kone¢na na ostatnich axiomech.
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4.5 Regularita

Jako model prokazujici nezivislost axiomu regularity v axiomatice ZFgji, slouzi model I
popsany v oddilu 3.5. Jak jsme tam ukézali, tento model spliiuje vSechny axiomy ASTget
s vyjimkou pfipadi schematu e-indukce. Ve [V] je ukazano, ze vSechny axiomy ZFpi, vy-
plyvaji z axiomli ASTget, plicemz schema e-indukce je pouzito pouze pii ditkazu axiomu
regularity. Z toho vyplyva, ze vSechny axiomy teorie ZFp;, — (reg) jsou v 9 splnény. Dokéa-
Zeme jesté, ze v M je splnéna negace axiomu regularity:

Dtisledkem axiomu regularity je, Ze zddna mnozina neni svym vlastnim prvkem. Protoze vSak
(u,u) € re, je M = (3z) (z € z); proto M = - (reg). QED

4.6 Potence

Jako model prokazujici nezavislost axiomu potence vezmeme tranzitivni model p, tj. model
<My s nosi¢em {0} a absolutni rovnost{ i nalezenim.! Dokazeme jednotlivé axiomy:

1. Protoze se jedna o tranzitivni model, jsou splnény axiomy rovnosti a extenzionalita.
2. Axiom nuly je splnén, nebot 9, je tranzitivni a 0 € p;.

3. Sjednoceni (v tranzitivnich modelech absolutni): jedind mnozina v p; je0aJ0 =0 € py,
axiom sjednoceni je tedy v 9t; splnén.

4. Konecnost. Pojem neprazdné podmnoziny je v tranzitivnich modelech absolutni. Pro-
toze 0 nemé zadnou neprazdnou podmnozinu, je v 9; konecnd trividlné; axiom konecna
je tudiz splnén.

5. Regularita. Prvni podminka axiomu je splnéna trividlné, nebot v modelu zidna ne-
prazdnad mnozina neni. Predikdt byt tranzitivni“ je v tranzitivnim modelu absolutni,
0 C 0 & Trans(0), tedy i druhd ¢ast axiomu regularity je splnéna.

6. Nahrazeni. Splnéni axiomu nahrazeni pro formuli ¢ v 9 je podle definice splhiovani
v modelu ekvivalentni formuli

[(Vh, 1,5 € p1) (&(h,1) & (R, 5) — i=j)] —
— (Ya € p1) (3b € p1) (Ve € p1)
(ceb = (dep) (dea& ¢(dc)))

kde ¢(€'(s), €' (t)) je formule zdkladniho jazyka teorie mnozin vyjadiujici splnéni o(s, t)
v modelu M pii ohodnoceni proménnych €.

1V tomto modelu oviem neni splnén axiom dvojice, ktery byvd — podobné jako axiom nuly — Casto uvadén
jako jeden z axiomd ZF gy, prestoZe je zavisly na ostatnich axiomech; pro Gcely této prace vsak axiom dvojice
mezi axiomy ZFrin nepocitdme (viz 1.3). Nalézt model, ve kterém by byl splnén i tento axiom, by bylo patrné

vvvvvv

tranzitivni obal, jehoZ je dand mnozina prvkem, nikoli ¢4sti.
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Konsekvent této implikace je splnén bez ohledu na antecedent, nebot k jediné mnoZing
a = 0 € p; nalezneme b = 0 € p1, pro néz je pozadovand podminka splnéna trividlné:
pro jediné ¢ € py, totiz ¢ = 0, neplati ani ¢ € b, ani (3d € p1) (d € 0 & ¢(d, ¢)).

7. Negace potence. Prazdnd mnozina nemd v 9; svoji potenci, nebot 0 C 0, ale zadna
mnozina v P nulu jako sviyj prvek neobsahuje; QED.

4.7 Schema nahrazeni

Uvazujeme-li ZFp;, bez schematu vydéleni, je teorie ZFpj, — (nahr) koneéné axiomatizo-
vana. Protoze vsak teorie ZFgi, koneéné axiomatizovatelna neni, musi byt schema nahrazeni
nezavislé na ostatnich axiomech ZFg;i,.

Diskuse nezavislosti schematu nahrazeni v teorii ZF i, + (vyd) byla provedena v kapitole 1.4:
pri formulaci axiomu konec¢na v podobé ,vSechny mnoziny jsou koneéné podle Tarského* je
schema nahrazeni zavislé, pro formulaci ,neexistuje induktivni mnozina“ jsme nalezli model
v ZF prokazujici jeho nezavislost.
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5 Dobré usporadani univerzalni
tridy

Ulohou je najit co nejjednodussi popis dobrého uspofadani univerzalni t¥idy V. UkaZeme t¥i
jednoduché popisy dvou riznych takovych usporadani.

Protoze je kazdé linedrni usporddani koneéné mnoziny dobré, jsou v ZFpi, vSechna linedrni
usporadani libovolné t¥idy dobra.! Staéi tedy najit jednoduchy popis libovolného linedrniho
usporadani tiidy V.

Z dobrych usporadani v8ak maji lepsi vlastnosti (a vice se podobaji dobrym usporadanim
v ZF) usporadani uzkd (takova, kde kazdy prvek ma jen mnoZinu, tj. konefné mnoho,
predchidcti). V téchto usporadanich je vlastnost existence prvniho prvku splnéna nejen pro
v8echny neprazdné mnoziny, ale i tFidy (odpovidajici spocetnym mnozindm v ZF'). Shodou
okolnosti obé predkldadand uspoirddani s jednoduchym popisem tzké jsou.

5.1 Usporadani <;

Pro z # y definujeme rekurzi

d
(<1) z<1y = maxc,(zAy) €y

=

. , o df
Dale definujeme obvyklym zptsobem z <; y =

definice a pozadované vlastnosti usporadani <;.

<1y V x=y. Je tfeba dokdzat korektnost

Definice je provedena rekurzi podle hladin p,; je-li z,y € pp, je Ay C pp_1, picemz (jak
ukdzeme), p,_1 je relaci <; linedrné usporddina. (Konecnd) neprazdnd mnozina z A y mé
tedy v linearnim usporadani <; hladiny p,_; nejvétsi prvek a vyraz max., (z Ay) ma smysl.

Ziejmé plati {(z,y) € pp;x <1 y} C {{z,y) € pnt1;7 <1 y}. DokdZeme, ze <; je linedrnim
uspoiadénim hladiny p,,, za indukéniho predpokladu, ze <; je linedrnim usporadanim hladiny
Prn—1 pro n > 1 (linedrnim usporddanim prazdné hladiny pg je trividlng):

'Uspofadani t¥idy viech celych &isel podle velikosti je tedy v ZFgi, dobrym usporddanim.
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1. Reflexivita relace <; je zarucena piimo definici.

2. Antisymetrie. Méjme z, y takova, Ze ¢ # y, ¢ <1 y, y <1 z. Podle definice pak plati
max«, (zAy) € x & max., (zAy) € y, tedy max, (zAy) € Ny, neboli max., (zAy) ¢
x Ay — spor.

3. Tranzitivita. Necht (1) yo = max<, (z Ay) € y, (2) 20 = max<,(y A z) € z. Chceme
dokézat, Ze potom zp = max., (z A z) € z. Rozlisime t¥i piipady:

(a) yo = zp nemize nastat, nebot zp € z —y a yo € y.

(b) yo <1 zo: Podle (1) je kazdy prvek mnoZiny xz, ktery je vét$i nez yg, prvkem y.
Podle (2) kazdy prvek mnoziny y, ktery je vétsi nez zp, je prvkem z. Proto —
jelikoz yg <1 29 — kazdy prvek mnoziny z, ktery je vétsi nez zp, je prvkem z;
pritom zp ¢ x, nebot zy ¢ y. Tedy je zp nejvétsi prvek, ve kterém se mnoziny z a z
1isi, neboli max, (z A z) = zp € z, QED.

(¢) zo <1 yo: Podle (1) je kazdy prvek mnoziny z, ktery je vétsi nez yo, prvkem y.
Podle (2) je kazdy prvek mnoziny y, ktery je vétsi nez zg, tim spiSe nez yg, prvkem
z. Tedy kazdy prvek mnoziny z, ktery je vétsi nez yo, je prvkem z; pfitom yg ¢ z,
nebot yo € y — z, ale yp € z, nebot yy € y & 29 <1 yo. Tedy je yo nejvétsi prvek,
ve kterém se mnoziny x a z lisi, neboli max, (z A z) = 2 € z, QED.

4. Linearita. Pro x # y je max, (z A y) bud prvkem z, nebo prvkem y, tedy bud = <; y
nebo y <; z.

Tim je dokézano, ze <; je korektné definované dobré usporadani V. Abychom prokazali, Ze
<y je dobré tzké usporadani, staci ukazat, ze pro libovolna x, y plati:?

(3) T(r) <T(y) — <1y

Pak totiz ma libovolné x € p, pfedchtidce pouze v p,, tedy jich je konec¢né mnoho.

Dukaz provedeme indukci podle hladin p,,. Pro pg a p; plati tvrzeni (3) trividlné. Predpokla-
dejme tedy, ze n > 1 a pro vSechna z,y € p,—1 tvrzeni (3) plati. Chceme ukazat, Ze potom
pro libovolné x¢, yo € pn plati také.

1. Pokud yy € pp—1, potom rovnéz xy € p,_1, nebot 7(xy) < 7(yo), a tedy zy <1 yo podle
indukéniho predpokladu.

2. Necht tedy yo € pn — pp—1. Potom zy € p,_1 (nebot 7(xy) < 7(yo)) a vSechny prvky
xo tudiz lezi v p,_o. Alespon jeden prvek y; € yo vSak lezi v p,_1 — pp—2 (jinak by
Yo € pn—1); podle indukéniho predpokladu je tedy y; vétsi nez libovolny prvek mnoziny
xo, takze max., (zo A yo) € yo, neboli x <; y, coz jsme chtéli dokazat.

Uspotadani <; je tedy dobrym tzkym usporaddinim univerzalni tiidy V.

2r(x) je &slo nejmensi hladiny p, obsahujici z, viz 1.2.
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Poznamka

Obdobneé lze ukazat, ze také usporadani

df .

<y = ming,(zAy) €y
df

<1y = maxc,(zAy)Ex
df .

r <3y = minc,(rAy) €z

jsou dobrymi usporddanimi V, nejsou vsak tzké: v usporddani <;2 a <;3 pfedchdzi kazdou
mnozinu libovolna jeji vlastni nadmnozina; v usporadani <i; kazda mnozina, ktera neobsahuje
0, predchézi libovolnou mnozinu, ktera 0 obsahuje (nebot 0 je v tomto usporadéani prvni).3

Ekvivalentni popis

Ukazeme jesté, ze usporadani <; lze ekvivalentné definovat takto:

()  w<vy T N(@) <N(y), kdeN() L3 2N

gEx

=y

(pficemz prazdny soucet definujeme jako 0); definice je opét provedena rekurzi podle hladin
pn. Cislu N(x) budeme fikat ¢slo mnoziny z. Ukdzeme ve strucnosti, ze uspoiddani <y je
totozné s usporadanim <;:

1. Mé&me z € pp11 — pp- Pak jsou podle této definice ¢isla prvka mnoziny z (které lezi
Vv pp) Cisly binarnich fada ve (formélnim) bindrnim zapisu ¢isla N(x), pfi¢emz na N(q)-
tém misté je jednicka, pokud ¢ € z, a nula, pokud g ¢ z. Z toho rovnéz vyplyva, ze
x#y = N(z) # N(y), a definice je tudiz korektni.

v

2. 7 aritmetiky vime, Ze pro prirozena c¢isla m, n plati m < n, pravé kdyz na nejvys$sim
bindrnim fadu, ve kterém se lisi, je v zépisu ¢isla n jednicka (a tedy v zépisu &isla m
nula).

3. Mé&jme libovolné dvé mnoziny z # y. Nejvyssi binarni fad, ve kterém se 1isi Cisla
N(x) a N(y), je podle bodu 1 a definice (<y/) ¢&islem nejvétstho ¢ € z A y;

3Definujeme-li

<y E (@) <7(y) V (r(@) = 7(y) & @ <11 y)

jed

(a obdobné <4, <y3/), jsou i tato uspoiadani Gzka, definice je v3ak slozit&jsi (cilem bylo najit co nejjednodussi
popis). Obecné dobré tizké usporadani R’ ziskdme z libovolného uspofddani R, které je linedrni na kazdé hlading
Pn — pn—1 tak, ze polozime

=Ry dEf T(x) <7(y) V (7(x) = 7(y) & zRy)

Vysledné usporadani je zfejmé linedrni, tedy dobré, a kazdd mnozina x € p, ma predchidce pouze v py.
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pritom N(z) < N(y) podle bodu 2 prévé tehdy, kdyZ je na tomto N(q)-tém misté
v zépisu ¢isla N(y) jednicka, tedy podle bodu 1 pravé kdyz g € y, neboli pravé kdyz
q=max., (v Ay) €.

4. Pro x # y tedy plati  <;y = max.,(x Ay) €y, coz je ale definice uspofdddni <;.

Poznamka

Indukci podle hladin p,, lze trividlné ukizat, Ze kazdému ptirozenému ¢islu m odpovida néjaka
mnozina z, tj. ze (Ym) (3x) (m = N(z)). Jedna se tedy o bijekci mezi N a V.

Pocatecéni tsek usporadani <y (tedy i uspofadani <;) vypada takto:

0<1<{l}<2<{{1}} <{{1},0} <{{1}, 1} < {{1},1,0} < ...

Indukci lze ukizat, ze z kazdé hladiny p, — pn,—1 je v tomto usporddani nejmensi mnozina

.- {033

——
(n—1)x (n—1)x

a nejveétsi je v ni celd p,_1.

5.2 Usporadani <,

Uspotradani <, je na neformélni tirovni velmi ndzorné, nebot se odvolavi na obvykly zipis
mnoziny pomoci slozenych zavorek. Jeho formalizace je vSak ponékud zdlouhava.

Kazdou kone¢nou mnozinu lze zapsat pomoci (formélni) posloupnosti znakt { a }, naptiklad
0 jako {}, 2 = {0,1} jako {{}{{}}} apod. Setfadme tyto zipisy nejprve podle délky a potom
lexikograficky. Z moznych zapisti téZe mnoziny (pofadi prvki, opakovani prvki) piitom be-
reme ten maximo-lexikograficky nejmensi. Tim dostdvame tzké dobré usporadani tfidy V,
nebot jsme ji nejprve rozdélili na dobfe uspofadany systém kone¢nych mnozin (podle délky
zapisu), a kazdou z nich jsme poté linedrné usporadali (lexikograficky).

Vyslovme nyni forméalni definici tohoto usporadani. Staci definovat, kdy je forméalni slovo
zépisem dané konecné mnoziny, a dokizat, ze kazd4 mnozina ma formalni zapis. Dobré tuzké
uspofadani t¥idy V je pak jiz indukovano (uvedenym maximo-lexikografickym) dobrym tzkym
uspoiddénim tFidy vSech zpist.

Uvazujme formélni slova nad abecedou {, } (reprezentovand napt. funkcemi f : n — {0, 1}
pro libovolné n € N). Délku slova a oznac¢ujme len(a). Definujme drovern vnofeni na pozici
i €{0,...,len(a)} ve slové « rekurzi takto:

e na pozici 0 je Groven vnoreni 0;

e je-li na pozici 0 < ¢ < len(«) troven vnoreni k € Z a znak {, je na pozici i + 1 Groven

vnoreni k + 1;
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e je-li na pozici 0 <4 < len(e) troven vnoreni k € Z a znak }, je na pozici ¢ + 1 Groven
vnoteni k — 1.

Za piipustnd povazujeme pouze slova, kterd maji Groven vnofeni na pozicich 0 < i < len(c)
viude kladnou a na pozici len(«), tj. na konci slova, opét rovnu nule.

S vyuzitim regularity definujeme (rekurzivnim sestupem k prvkiim mnoziny), kdy je pfipustné
slovo a zapisem mnoziny z:

e {} je zapisem mnoziny 0.

e g € x = ve slové a je podslovo, které je zdpisem ¢q a zaciné i konc¢i na prvni drovni
vnoteni zavorek.

Maximo-lexikografické usporadani slov nad abecedou {, } (které oznacime <p,) je zké dobré
uspoiddani.* Proto mizeme vyslovit nasledujici definici:

Slovo « nazveme kanonickym zdpisem mnoziny z, je-li nejmensim ze t¥idy vSech zapisi mno-
Zziny x v usporadani <,,. Kanonicky zapis mnoziny = budeme znadit .

Je tieba ukézat, Zze kazd4 mnozina mé kanonicky zapis. Dikaz provedeme e-indukci. Méjme
mnozinu x = {z1,...,z,}. Podle indukéniho pfedpokladu maji mnoziny i, ..., z, kanonické
ZApiSy TT, . . . , Tp. Je ziejmé, Ze slovo {Z1 T3 ... Tp,} je zdpisem mnoziny z.5 T¥ida viech z4pist
mnoziny x je tedy neprazdné, takze existuje jeji prvni prvek v tzkém dobrém uspoiddani <p,,
neboli kanonicky zapis mnoziny x, coz bylo dokazati.

Podle avahy provedené na zacitku tohoto oddilu je tim jiz prokazano, Ze definice

df _ _
(<2) T<2y = T<my

=y

je korektni definici dobrého tzkého usporadani tiidy V.

Poznamka

Pocatecni usek tohoto usporddani vypada takto:

=0<{{B=1<{i = < ={1g <{{B=2<...

pokud abecedu uspotrddame { < }, resp.

U=0<{{l=1<{{ =1 <{HU=2<{{=H}r <.

pii usporadani } < {.

“Ze je <. dobré, vyplyva z Gvahy uvedené v prvnim odstavci tohoto oddilu. Uzké je proto, Ze vSichni
predchidci slova o maji délku nejvyse len(a) a slov omezené délky je jen kone¢né mnoho. V usporddini <m
ma tedy nejmensi prvek nejen kazda neprdzdnd mnozina, ale i tfida.

PZ¥etdzeni konetné mnoziny slov definujeme tak, jak je v teorii formdlnich jazykid obvyklé (lze provést
i1v ZFFin).
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