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1 Úvod

1.1 Zadání

1. V práci [V] je popsána jednoduchá axiomatika koneèné teorie mno¾in a je ukázáno, ¾e

v¹echny axiomy ZF

Fin

jsou v ní dokazatelné. Naproti tomu v [S] je ukázáno, ¾e bez

vyu¾ití schematu nahrazení s pouhým schematem vydìlení jsou v ZF

Fin

dokazatelné

axiomy zmínìné axiomatiky. Musí tedy existovat dùkaz schematu nahrazení ze schematu

vydìlení v axiomatice typu ZF

Fin

. Naleznìte jednoduchou versi takovéhoto dùkazu.

2. Pomocí teorie modelù uka¾te nezávislost axiomù v axiomatice z [V].

3. Zkuste pomocí modelù prokázat nezávislost axiomù ZF

Fin

.

4. Najdìte co nejjednodu¹¹í popis dobrého uspoøádání univerzální tøídy v ZF

Fin

.

1.2 Pøehled znaèení

Znaèení Význam

P

(x) potence x

Fin(x) x je koneèná podle Tarského

Ind(x) x je induktivní

Nat(x) x je pøirozené èíslo

Trans(X) X je tranzitivní

x4 y symetrický rozdíl x; y

x

00

y obraz x v relaci y

M j= ' model M splòuje uzavøenou formuli '

M j= ' [e] M splòuje ' pøi ohodnocení promìnných e

x

a

e zmìna ohodnocení e na promìnné x:

x

a

e(y) = a pro y = x,

x

a

e(y) = e(y) pro y 6= x

(ext); (nul); : : : znaèky jednotlivých axiomù viz 1.3

(sch

'

) instance schematu axiomù (sch) pro formuli '

X+ (ax) axiomatika X obohacená o axiom (ax)

X� (ax) axiomatika X s vynecháním axiomu (ax)

X� (ax) axiomatika X, v ní¾ je axiom (ax) nahrazen svojí negací
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AST

Set

axiomatika teorie koneèných mno¾in popsaná ve [V],

viz oddíl 1.3

ZF;ZF

Fin

Zermelo-Fraenkelova axiomatika teorie mno¾in resp.

koneèných mno¾in

V; Id;E;On;N;Z tøída v¹ech mno¾in, relace identity a nále¾ení, tøída v¹ech ordinálù,

v¹ech pøirozených a v¹ech celých èísel

'̂ pøepis formule M j= ' do základního jazyka teorie mno¾in,

viz oddíl 1.4

Obvyklou konstrukci hladin p

n

iterovanou potencí prázdné mno¾iny provedeme ponìkud

obecnìji.

1

Buï u nìjaká mno¾ina. Rekurzí potom sestrojíme mno¾iny p

u

�

takto:

p

u

0

= u

p

u

�

=

P

(p

u

��1

) [ u pro � 2 On izolované

p

u

�

=

S

�<�

p

u

�

pro � 2 On limitní

Tøídu

S

�2On

p

�

budeme znaèit �

u

. Nejmen¹í � 2 On, pro které je x 2 p

u

�

, znaèíme

�

u

(x)

a nazýváme typem mno¾iny x nad mno¾inou u. Pro u = 0 budeme horní index vynechávat

a hovoøit prostì o typu mno¾iny x.

1.3 Pøehled axiomù

V bì¾ných pøehledech axiomù teorie koneèných mno¾in se obvykle setkáváme s vyu¾íváním

jednodu¹¹ích axiomù pøi formulaci axiomù slo¾itìj¹ích. Napøíklad pøi obvyklé formulaci sche-

matu indukce v axiomatice AST

Set

ve tvaru

['(0) & (8x; y) ('(x) ! '(x [ fyg)] ! (8x) ('(x))

pou¾íváme konstantu 0 a funkci � [ f�g, které jsme de�novali na základì pøedem vyslovených

axiomù nuly, mno¾inového následníka a extenzionality.

V okam¾iku, kdy chceme zkoumat nezávislost jednotlivých axiomù | tedy uva¾ovat o situaci,

kdy nìkteré axiomy nejsou splnìny | v¹ak nemù¾eme tento pøístup pou¾ít. Musíme proto

nejprve v¹echny axiomy vyslovit v nezkrácené podobì, v základním jazyce teorie mno¾in

2

(mù-

¾eme pøitom pou¾ívat de�nované predikáty, napø. �, =2 apod., nikoli v¹ak konstanty a funkce,

k jejich¾ korektní de�nici potøebujeme mít zaruèenu existenci popø. jednoznaènost pøíslu¹ného

objektu). Proto¾e v bì¾né literatuøe o teorii mno¾in se platnost ostatních axiomù pøedpokládá,

uvádìjí se axiomy zpravidla pouze ve zkrácené formì a není tudí¾ jasné, jaké by mìlo být jejich

þsprávnéÿ rozepsání. Budeme proto muset uvá¾it, která z mo¾ných variant nejlépe vystihuje

intuitivní pøedstavu, je¾ má být axiomem zachycena, i za situace, kdy ostatní axiomy nejsou

splnìny.

1

Konstrukci provedeme stejnì v ZF i v ZF

Fin

(v ZF

Fin

jsou ordinálními èísly èísla pøirozená, limitní

ordinální èísla neexistují).

2

Druhou mo¾ností by bylo uva¾ovat o nich jako o skolemovských funkcích a formulovat napø. axiom prázdné

mno¾iny jako (8q) (q =2 0).
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Mimoto se u nìkterých axiomù teorie mno¾in vyskytuje nìkolik obvyklých formulací, které

jsou za pøedpokladu platnosti ostatních axiomù vzájemnì ekvivalentní. U takových axiomù

vybereme pro úèely této práce pouze jednu, pøesto¾e se výsledek mù¾e u rùzných formulací

li¹it. V pøípadì potøeby zmíníme odli¹ný výsledek pøi jiné formulaci nìkterého axiomu for-

mou poznámky. Úplná diskuse problému se v¹emi èastìji pou¾ívanými variantami axiomù by

pøesahovala shora omezený rozsah této práce.

Axiomatika ZF

Fin

Axiomatika ZF

Fin

sestává z axiomù extenzionality, nuly, potence, sjednocení, koneèna, regu-

larity a schematu nahrazení.

Axiom extenzionality

(ext) (8x) (8y) (x = y � (8q) (q 2 x � q 2 y))

Axiom nuly (prázdné mno¾iny)

(nul) (9z) (8q) (q =2 z)

Axiom potence

(pot) (8x) (9z) ((8q) (q 2 z � (8u) (u 2 q ! u 2 x)))

Axiom sjednocení

(sjedn) (8x) (9z) ((8q) (q 2 z � (9u) (q 2 u & u 2 x)))

Axiom koneèna

Axiom koneèna mù¾e být vysloven ve mnoha variantách, které jsou pøi platnosti ostatních

axiomù vzájemnì ekvivalentní. Zde budeme uva¾ovat Tarského de�nici koneènosti a axiom

budeme formulovat v podobì þka¾dá mno¾ina je koneèná ve smyslu Tarského, tj. ka¾dá ne-

prázdná podmno¾ina její potence má maximální prvek vùèi inkluziÿ.

Pro pøípad, ¾e nebudeme mít k dispozici axiom nuly, potence nebo extenzionality, je tøeba

ve znìní tohoto axiomu rozepsat pojmy þneprázdnáÿ, þèást potenceÿ a þmaximální prvek

vùèi inkluziÿ. První dva rozepí¹eme snadno takto: q 6= 0 jako (9z) (z 2 q) a q �

P

(x)

jako (8w 2 q) (w � x). Rozhodnout, jaké je rozumné rozepsání predikátu þu je maximálním
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prvkem mno¾iny q vùèi inkluziÿ, je obtí¾nìj¹í, nebo» bez axiomu extenzionality nemusí být

inkluze uspoøádáním.

3

Podmínka existence maximálního prvku vùèi inkluzi má vystihnout intuitivní pøedstavu, ¾e

uvnitø (koneèné) mno¾iny nemù¾eme neomezenì pøidávat do podmno¾iny dal¹í a dal¹í prvky.

Tou podstatnou vlastností vùèi inkluzi maximální mno¾iny u tedy je, ¾e neexistuje ¾ádná

mno¾ina w 2 q, která by byla vìt¹í, tj. obsahovala jako svoji èást u a navíc je¹tì nìjaké prvky.

Z mnoha mo¾ných (za extenzionality ekvivalentních) formulací podmínky maximality u 2 q

vùèi inkluzi tedy jako nejvhodnìj¹í vybereme tu, ¾e : (9w 2 q) (u � w & (9s 2 w) (s =2 u)),

kterou si pøepí¹eme na ekvivalentní tvar

(8w 2 q) (u � w ! w � u)

Axiom koneèna tedy budeme uva¾ovat ve tvaru

(�n) (8x) (8q) [((8w 2 q) (w � x) & (9w) (w 2 q)) !

! (9u 2 q) (8w 2 q) (u � w ! w � u)]

Axiom regularity

Axiom regularity v teorii koneèných mno¾in je konjunkcí dvou podmínek, z nich¾ první za-

ruèuje existenci minimálního prvku ka¾dé neprázdné mno¾iny vzhledem k nále¾ení a dru-

há existenci tranzitivního obalu ka¾dé mno¾iny. Tato druhá podmínka bývá uvádìna

ve dvou podobách (které jsou pøi platnosti ostatních axiomù ekvivalentní), toti¾ jako

(8x) (9z � x) (Trans(z)) nebo (8x) (9z 3 x) (Trans(z)). Pro úèely této práce budeme po-

u¾ívat první z nich. Nezkrácený zápis axiomu regularity je:

(reg) (8x) [ ((9u) (u 2 x) ! (9z 2 x) (8u 2 z) (u =2 x))

& (9z � x) (8u 2 z) (u � z)]

Schema nahrazení

Je-li '(u; v) formule, která neobsahuje volné promìnné w, z, potom následující formule je

axiomem ZF

Fin

:

(nahr) (8u; v; w) (('(u; v) & '(u;w)) ! v = w) !

! (8x) (9z) (8v) (v 2 z � (9u 2 x) ('(u; v)))

3

Napøíklad nabízející se podmínka u 2 q & (8w 2 q) (w � u ! w = u) nedává dobrý smysl, proto¾e

z formule (9x) (9y) (x 6= y & (8q) (q =2 x & q =2 y)), zaji¹»ující existenci alespoò dvou rùzných prázdných

mno¾in, by pak ji¾ vyplývalo, ¾e ¾ádná mno¾ina není koneèná podle Tarského.
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V kapitole 2 uká¾eme, ¾e v¹echny axiomy schematu nahrazení jsou v ZF

Fin

dùsledkem instancí

jednodu¹¹ího schematu vydìlení. Je-li '(u) formule, která neobsahuje volnou promìnnou z,

je následující formule pøípadem schematu vydìlení:

(vyd) (8x) (9z) (8u) (u 2 z � (u 2 x & '(u)))

Axiomatika AST

Set

Axiomatika AST

Set

sestává z axiomù extenzionality, nuly a mno¾inového následníka, sche-

matu indukce a schematu "-indukce. Axiomy extenzionality a nuly jsou v AST

Set

stejné jako

v axiomatice ZF

Fin

.

Axiom mno¾inového následníka

(násl) (8x) (8y) (9z) (8q) (q 2 z � (q 2 x _ q = y))

Schema indukce

Schema indukce se obvykle uvádí v následující podobì:

['(0) & (8x; y) ('(x) ! '(x [ fyg)] ! (8x) ('(x))

Proto¾e pøi na¹ich úvahách nemusí být splnìn nìkterý z axiomù nuly, následníka nebo exten-

zionality, je tøeba indukci pøeformulovat tak, aby tyto axiomy implicitnì nepou¾ívala.

Schema indukce øíká: þco platí pro prázdnou mno¾inu a s ka¾dými dvìma mno¾inami i pro

jejich následníka, platí u¾ pro ka¾dou mno¾inuÿ. Proto¾e bez ostatních axiomù prázdná mno-

¾ina nemusí existovat nebo jich mù¾e být více, je tøeba první podmínku pøeformulovat na tvar

þco platí pro libovolnou prázdnou mno¾inuÿ; stejnì tak, proto¾e ke dvìma daným mno¾inám

nemusí existovat právì jeden jejich mno¾inový následník, je tøeba druhou podmínku vyslovit

opatrnìji jako þa s ka¾dými dvìma mno¾inami i pro jejich libovolného následníkaÿ.

Za nezkrácenou formulaci axiomu indukce pro formuli ' proto budeme pova¾ovat formuli:

(ind) (1) (8x) ((8q) (q =2 x) ! '(x)) &

(2) (8x; y) ['(x) ! (8z) ((8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y) ! '(z))]

! (8x) ('(x))

Schema "-indukce

(eps) (8x) [(8y 2 x) ('(y)) ! '(x)] ! (8x) ('(x))
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1.4 Pou¾ívaná tvrzení

V tomto oddílu uvedeme nìkterá tvrzení dokazatelná v ZF resp. ZF

Fin

, která budeme v dal-

¹ích kapitolách pou¾ívat. Proto¾e jde vesmìs o tvrzení v¹eobecnì známá, nebudeme jejich

dùkazy uvádìt.

Tøída �

u

Pro libovolná �; � 2 On, � < � platí p

u

�

� p

u

�

. Je-li mno¾ina u tranzitivní, je rovnì¾ libovolné

p

u

�

a tøída �

u

tranzitivní a platí: jestli¾e � � 1, a 2 p

u

�

, b 2 p

u

�

, potom a [ b 2 p

u

max(�;�)

a

P

(a) 2 p

u

�+1

. Axiom regularity v ZF i ZF

Fin

je ekvivalentní tvrzení, ¾e � = V.

Tranzitivní modely

Je-li M model s absolutní rovností a nále¾ením, tj. M = hu; Id \ u

2

; E \ u

2

i, potom jsou

v M splnìny axiomy rovnosti. Je-li navíc mno¾ina u tranzitivní, jsou v modelu M splnìna

následující tvrzení:

� Extenzionalita: M j= (ext).

� Absolutnost inkluze: M j= x � y [e] � e(x) � e(y).

� Absolutnost nuly: M j= (8q) (q =2 z) [e] � e(z) = 0, tedy v M je splnìn axiom nuly,

právì kdy¾ 0 2 u.

� Absolutnost dvojice: M j= (8q) (q 2 z � (q = x _ q = y)) [e] � e(z) = fe(x); e(y)g.

� Absolutnost sjednocení: M j= (8q) (q 2 z � (9w) (q 2 w 2 x)) [e] � e(z) =

S

e(x).

Dùsledkem absolutnosti sjednocení a dvojice je absolutnost mno¾inového následníka;

axiom mno¾inového následníka je tedy v M splnìn právì tehdy, kdy¾ je u vùèi operaci

následníka uzavøená.

� Absolutnost induktivnosti mno¾iny: v tranzitivních modelech uzavøených na následníka

platí M j= Ind(x) [e] � Ind(e(x)).

� Absolutnost potence: je-li mno¾ina u uzavøená na podmno¾iny, je absolutní i pojem

potence, tj. M j= (8q) (q 2 z � q � x) [e] � e(z) =

P

(e(q)).

� Absolutnost koneènosti: je-li u uzavøená vùèi potenci a podmno¾inám, je v M absolutní

i pojem koneènosti, tj. M j= Fin(x) [e] � Fin(e(x)).

� Absolutnost tranzitivity: M j= Trans(x) [e] � Trans(e(x)).
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2 Závislost schematu nahrazení na

schematu vydìlení v ZF

Fin

Uká¾eme nejprve, ¾e pøi formulaci axiomu koneèna v podobì þka¾dá mno¾ina je koneèná podle

Tarskéhoÿ schema nahrazení v ZF

Fin

vyplývá z jednodu¹¹ího schematu vydìlení. Potom

uká¾eme (pomocí modelu v ZF), ¾e pøi formulaci axiomu koneèna v podobì þneexistuje

induktivní mno¾inaÿ je schema nahrazení na schematu vydìlení nezávislé.

2.1 S axiomem (�n)

ZF

Fin

� (nahr) + (vyd) ` (nahr

'

) pro libovolnou formuli '.

Nástin dùkazu

Dùkaz povedeme sporem. Mìjme formuli ', která splòuje podmínky schematu nahrazení

a mno¾inu a, která nemá ve ' svùj þobrazÿ. Uva¾ujme mno¾inu b �

P

(a) tìch jejích podmno-

¾in, které je¹tì svùj þobrazÿ mají. Zøejmì 0 2 b, a =2 b a snadno uká¾eme, ¾e s ka¾dým r 2 b

je v b i mno¾ina r [ fsg pro libovolné s 2 a� r 6= 0. Pak ale (neprázdná) mno¾ina b �

P

(a)

nemá maximální prvek vùèi inkluzi | spor s Tarského koneèností mno¾iny a.

Podrobné provedení dùkazu

Nech» '(u; v) je formule, která splòuje podmínky schematu nahrazení, tj. nemá volné pro-

mìnné w, z a platí

(1) (8u; v; w) ('(u; v) & '(u;w) ! v = w)

(formule ' tedy ka¾dému þvzoruÿ u pøiøazuje nejvý¹e jeden þobrazÿ). Chceme dokázat, ¾e

potom

(8x) (9z) (8v) (v 2 z � (9u 2 x) ('(u; v)))
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Dùkaz vedeme sporem. Nech» tedy a je libovolná mno¾ina taková, ¾e neexistuje mno¾ina v¹ech

þobrazù jejích prvkù ve 'ÿ, tj. ¾e

(2) : (9z) (8v) (v 2 z � (9u 2 a) ('(u; v)))

Uva¾ujme mno¾inu b �

P

(a) tìch jejích podmno¾in, k nim¾ mno¾ina v¹ech þobrazù jejich

prvkù ve 'ÿ je¹tì existuje, tj.

b = fq 2

P

(a); (9z) (8v) (v 2 z � (9u 2 q) ('(u; v)))g

(mno¾ina b existuje podle axiomu vydìlení z mno¾iny

P

(a)). Platí:

1. 0 2 b, nebo» þobrazemÿ prázdné mno¾iny ve ' je opìt prázdná mno¾ina: (8v) (v 2 z �

(9u 2 0) ('(u; v))) platí právì pro z = 0. Mno¾ina b je tedy neprázdná.

2. a =2 b podle pøedpokladu (2). Pro ka¾dé r 2 b je tedy mno¾ina a� r neprázdná.

3. (8r 2 b) (8s 2 a� r) (r [ fsg 2 b). Nech» toti¾ r 2 b; potom r má þobrazÿ ve ', který

oznaèíme r

0

, tj.

(8v) (v 2 r

0

� (9u 2 r) ('(u; v)))

Mìjme prvek s 2 a� r 6= 0. Podle (1) mohou nastat tyto dva pøípady:

(a) Formule ' nepøiøazuje prvku s ¾ádný þobrazÿ, tj. (8v) :'(s; v).

Potom þobrazemÿ r [ fsg ve ' je mno¾ina r

0

, nebo» pro ka¾dé v platí:

v 2 r

0

� (9u) (u 2 r & '(u; v)) �

� (9u) (u 2 r & '(u; v)) _ '(s; v) �

� (9u) ((u 2 r _ u = s) & '(u; v)) �

� (9u) ((u 2 r [ fsg & '(u; v))

(b) Formule ' pøiøazuje prvku s prvek s

0

, tj. platí '(s; s

0

).

Potom þobrazemÿ r [ fsg ve ' je mno¾ina r

0

[ fs

0

g, nebo» pro ka¾dé v platí:

v 2 r

0

[ fs

0

g � v 2 r

0

_ v = s

0

�

� (9u) (u 2 r & '(u; v)) _ '(s; v) �

� (9u) ((u 2 r _ u = s) & '(u; v)) �

� (9u) ((u 2 r [ fsg & '(u; v))

V obou pøípadech má mno¾ina r [ fsg þobrazÿ ve ' (tj. (9z) (v 2 z � (9u) (u 2

r [ fsg & '(u; v)))), a tedy r [ fsg 2 b.

4. Mno¾ina b �

P

(a) tudí¾ nemá maximální prvek vùèi inkluzi (ke ka¾dému r 2 b existuje

v b jeho nadmno¾ina o jeden prvek vìt¹í), tedy a není koneèná ve smyslu Tarského. Spor

s axiomem (�n).
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2.2 S axiomem (�n

0

)

Vezmeme-li za axiom koneèna tvrzení þneexistuje induktivní mno¾inaÿ, není ji¾ schema na-

hrazení na schematu vydìlení závislé. Uká¾eme model v ZF, který splòuje v¹echny pøíslu¹né

axiomy vèetnì schematu vydìlení a ve kterém neexistuje induktivní mno¾ina, ale schema

nahrazení je v nìm poru¹eno.

De�nujme následující mno¾iny:

u

0

= 0

u

n+1

= fu

n

g

)

u =

[

n2!

u

n

; tj: u = f0; f0g; ff0gg; : : :g

Mno¾ina u je zøejmì tranzitivní, proèe¾ je tranzitivní také mno¾ina p

u

!

. V tranzitivním modelu

M s nosièem p

u

!

jsou tedy splnìny axiomy rovnosti a extenzionality. Proto¾e p

u

!

obsahuje

prázdnou mno¾inu a je uzavøená vùèi sjednocení (a tyto pojmy jsou v tranzitivním modelu

absolutní), jsou v M splnìny axiomy nuly a sjednocení. Proto¾e je dále p

u

!

uzavøená vùèi

podmno¾inám a (tudí¾ absolutní) potenci, je vM splnìn i axiom potence. Doká¾eme postupnì

zbývající axiomy:

1. Neexistence induktivní mno¾iny v M vyplývá z následujícího lemmatu:

Lemma: (8z 2 p

u

!

) (Ind(z) ! z � u)

Dùkaz: Staèí ukázat, ¾e pokud induktivní mno¾ina z je prvkem p

u

n

pro nìjaké n > 1,

pak také z 2 p

u

n�1

. Indukèním sestupem potom toti¾ dostáváme, ¾e z 2 p

u

1

=

P

(u), tj.

z � u, co¾ je po¾adované tvrzení.

Nech» tedy z 2 p

u

n

je induktivní, n > 1. Potom pro ka¾dé x 2 z je x [ fxg 2 z,

tj. x 2 x [ fxg 2 z 2 p

u

n

, tedy x 2 p

u

n�2

. Máme tedy (8x 2 z) (x 2 p

u

n�2

), tj. z � p

u

n�2

,

neboli z 2 p

u

n�1

, co¾ bylo dokázati.

Proto¾e pojem induktivnosti je v tranzitivním modelu uzavøeném na následníka abso-

lutní a mno¾ina u induktivní mno¾inu jako svoji èást zøejmì neobsahuje, je v M axiom

koneèna v podobì neexistence induktivní mno¾iny splnìn.

2. Schema vydìlení. Nech» '(v) neobsahuje volnou promìnnou z. Podle de�nice splòování

v M je

M j= (8x) (9z) (8q) (q 2 z � q 2 x & '(q)) [e] �

� (8a 2 p

u

!

) (9b 2 p

u

!

) (8c 2 p

u

!

) (c 2 b � c 2 a & '̂(c))

kde '̂(e

0

(t)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující, ¾e M j= '(t) [e

0

],

kde e

0

=

q

c

z

b

x

a

e.

Uká¾eme, ¾e mno¾ina d = fc 2 a : '̂(c)g � a 2 p

u

!

je prvkem p

u

!

, a je tudí¾ hledaným b:

Jestli¾e a 2 p

u

n

pro n > 0, pak d � a � p

u

n�1

, tedy d 2 p

u

n

. Pokud naopak a 2 u, potom

z tranzitivity u je d � a � u, tedy d 2 p

u

1

.

3. Axiom regularity v M je dùsledkem toho, ¾e p

u

!

� �. Existence tranzitivního obalu

vyplývá z faktu, ¾e pojem þbýt tranzitivníÿ je v tranzitivním modelu absolutní a ka¾dá

hladina p

u

n

je tranzitivní.

9



4. Schema nahrazení. Z axiomu regularity v ZF

Fin

vyplývá, ¾e � = V, neboli ¾e

(8x) (9n 2 N) (x 2 p

n

). Proto¾e pojmy þbýt pøirozeným èíslemÿ a þbýt hladinou p

n

ÿ

jsou v tranzitivním modelu uzavøeném na mno¾inové operace absolutní,

1

muselo by pøi

platnosti schematu nahrazení platit (8a 2 p

u

!

) (9n 2 N) (a 2 p

n

). Proto¾e v¹ak p

!

6= p

u

!

,

není v M tvrzení � = V splnìno, a schema nahrazení je tudí¾ poru¹eno.

Jiný dùkaz: Uva¾ujme predikát

R(x; n) � Nat(n) & (9f) (f je prostá funkce &

& Dom(f) = n+ 1 & h0; 0i 2 f &

& (8m 2 n) (8z) (hm; zi 2 f ! hm+ 1; fzgi 2 f) &

& hn; xi 2 f)

Predikát R lze zøejmì nade�novat bez axiomu nahrazení a je v tranzitivním modelu

uzavøeném na mno¾inové operace absolutní. Snadno lze ukázat, ¾e ke ka¾dému x existuje

nejvý¹e jedno n takové, ¾e R(x; n), a naopak ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo n existuje

x 2 u takové, ¾e R(x; n). Platí u 2 p

u

!

, ale fy : (9x 2 u) (R(x; y))g = ! =2 p

u

!

, schema

nahrazení pro formuli R(x; y) není tudí¾ splnìno.

1

Predikát þbýt hladinou p

n

ÿ lze de�novat jako:

p

n

(x) � (9y) (Nat(n) & Dom(y) = n+ 1 & y

00

0 = 0 & (8m 2 n) (y

00

m+ 1 =

P

(y

00

m)) & x = y

00

n)

10



3 Nezávislost axiomù AST

Set

V následujících odstavcích proká¾eme pomocí modelù v ZF nezávislost axiomù extenzionality,

následníka, schematu indukce a "-indukce na ostatních axiomech AST

Set

a naopak uká¾eme

závislost axiomu nuly na axiomu indukce (pøi jeho formulaci uvedené v 1.3).

3.1 Extenzionalita

Oznaème � = f!g, u = f�g. Jako model prokazující nezávislost axiomu extenzionality vez-

meme tranzitivní model M s nosièem v = p

u

!

. Vyslovíme tøi pomocná tvrzení:

Lemma 1: (8a 2 v) (Fin(a))

Dùkaz: Indukcí doká¾eme, ¾e ka¾dá hladina p

u

n

obsahuje pouze koneènì mnoho koneèných

mno¾in:

1. p

u

0

= f�g obsahuje jedinou mno¾inu � = f!g, která je koneèná (jednoprvková).

2. Nech» p

u

n

obsahuje pouze koneènì mnoho koneèných mno¾in. Potom

(a) p

u

n+1

=

P

(p

u

n

)[f�g je rovnì¾ koneèná, nebo» potence koneèné mno¾iny je koneèná;

(b) ka¾dý prvek x 2 p

u

n+1

=

P

(p

u

n

) [ f�g je koneèný, nebo» buï x = � = f!g, co¾ je

koneèná mno¾ina, nebo x � p

u

n

, která je koneèná podle indukèního pøedpokladu.

Tím je dùkaz hotov.

Lemma 2: (8a 2 v) (a =2 �)

Dùkaz: Podle de�nice � = f!g je (8a) (a 2 � � a = !), ale ! =2 v, nebo» v obsahuje podle

lemmatu 1 pouze koneèné mno¾iny.

Lemma 3: (8a 2 v) (a 6= � ! a � v)

Dùkaz: Pokud a 6= � & a 2 v, pak podle de�nice v je a 2 p

u

n

pro nìjaké n � 1, tedy

a � p

u

n�1

� v.

Proto¾e rovnost a nále¾ení jsme ponechali absolutní, jsou v M splnìny axiomy rovnosti. Do-

ká¾eme nyní jednotlivé axiomy AST

Set

� (ext):

11



1. Negace extenzionality. Doká¾eme, ¾e

M j= (9x; y) (x 6= y & (8q) (q 2 x � q 2 y))

To je podle de�nice splòování v modelu ekvivalentní tvrzení, ¾e

(9a; b 2 v) (a 6= b & (8c 2 v) (c 2 a � c 2 b))

Toto tvrzení je splnìno pro a = 0, b = �:

(a) 0; � 2 v, nebo» � 2 p

u

0

podle de�nice a 0 � p

u

0

, tedy 0 2 p

u

1

.

(b) � 6= 0, pøitom v¹ak (8c 2 v) (c =2 0), jeliko¾ 0 je prázdná, a také (8c 2 v) (c =2 �)

podle lemmatu 2.

2. Axiom nuly. Podle de�nice splòování v modelu je

M j= (nul) � (9c 2 v) (8d 2 v) (d =2 c);

co¾ je splnìno pro c = 0 2 v (nebo» 0 je prázdná) nebo pro c = � 2 v (nebo» � nemá

v modelu ¾ádné prvky podle lemmatu 2).

3. Axiom následníka. Podle de�nice splòování v modelu je

M j= (násl) �

� (8a; b 2 v) (9c 2 v) (8d 2 v) (d 2 c � d 2 a _ d = b)

Mìjme libovolná a; b 2 p

u

!

a vezmìme c = a[fbg. Podle tvrzení uvedeného v oddílu 1.4

je c = a [ fbg 2 p

u

!

. Pøitom platí d 2 c � d 2 a _ d = b dokonce pro ka¾dé d, tím

spí¹e pro d 2 v.

4. Indukce. Podle de�nice splòování v modelu je

M j= (ind

'

) [e] �

(I1) � (8a 2 v) ((8d 2 v) (d =2 a) ! '̂(a))

(I2) & (8a; b; c 2 v) (('̂(a) & (8d 2 v) (d 2 c � d 2 a _ d = b)) !

! '̂(c))

(I3) ! (8a 2 v) '̂(a)

kde '̂(e

0

(t)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující, ¾e M j= '(t) [e

0

],

kde e

0

=

z

c

y

b

x

a

e.

Toto tvrzení doká¾eme sporem. Nech» je splnìno (I1) a (I2) a nech» existuje h 2 v

takové, ¾e : '̂(h). Pokud h = 0 nebo h = �, pak podle (I1) je '̂(h), jeliko¾ 0; � nemají

ve v ¾ádné prvky | spor.

Nech» tedy h 2 p

u

n

, n � 1, h 6= 0. Vezmìme takové h nejmen¹í mohutnosti. Proto¾e h

je neprázdná, existuje nìjaké g 2 h; platí g 2 v (nebo» h � v podle lemmatu 3), a tedy

také fgg 2 v, h � fgg 2 v a h = (h � fgg) [ fgg. Proto¾e v¹echny mno¾iny ve v jsou

koneèné, má h�fgg men¹í mohutnost ne¾ h, a tedy podle pøedpokladu platí '̂(h�fqg).

Dále zøejmì platí (8d 2 v) (d 2 h � d 2 h�fqg _ d = q), tak¾e podle (I2) dostáváme

'̂(h) | spor.
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5. "-indukce. Podle de�nice splòování v modelu je

M j= (eps

'

) [e] �

(E1) � (8a 2 v) [(8b 2 v) (b 2 a ! '̂(b)) ! '̂(a)]

(E2) ! (8a 2 v) ('̂(a))

kde '̂(e

0

(t)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující, ¾e M j= '(t) [e

0

],

kde e

0

=

y

b

x

a

e.

Toto tvrzení doká¾eme sporem: Nech» platí (E1) a nech» pro nìjaké h 2 v je : '̂(h).

Vezmìme takové h na nejmen¹í hladinì p

u

n

. Jestli¾e h = �, pak '̂(h) podle (E1), nebo»

� nemá ve v ¾ádné prvky | spor.

Nech» tedy h 2 p

u

n

, n � 1. Potom (8b 2 h) (b 2 p

u

n�1

), tedy podle pøedpokladu nejmen¹í

hladiny je (8b 2 h) '̂(w). Pak ale podle (E1) platí '̂(h) | spor.

Tím jsme dokonèili dùkaz v¹ech axiomù AST

Set

� (ext) v modelu M.

3.2 Nula

Pøi na¹í formulaci schematu indukce (viz oddíl 1.3)

(ind) (1) (8x) ((8q) (q =2 x) ! '(x)) &

(2) (8x; y) ('(x) ! '(x [ fyg))

! (8x) ('(x))

je axiom prázdné mno¾iny jeho dùsledkem. Dùkaz provedeme sporem.

Pøedpokládejme, ¾e neexistuje ¾ádná prázdná mno¾ina, tedy ¾e (8x) (9y) (y 2 x). Pou¾ijme

schema indukce pro libovolnou kontradiktorickou formuli '(x), napøíklad x 6= x. Proto¾e je

podle pøedpokladu ka¾dá mno¾ina neprázdná, je první indukèní podmínka (8q) (q =2 x) !

'(x) splnìna triviálnì. Proto¾e dále x 6= x není splnìno pro ¾ádné x, je i druhá indukèní

podmínka (8x; y) ('(x) ! : : :) splnìna triviálnì. Podle axiomu indukce pro formuli x 6= x

tedy platí (8x) (x 6= x). Z pøedpokladu neprázdnosti univerza v¹ak vyplývá, ¾e (9x) (x = x)

| spor.

3.3 Mno¾inový následník

Modelem prokazujícím nezávislost axiomu mno¾inového následníka je libovolný tranzitivní

model p

n

, tj. modelM

n

= hp

n

; Id\ (p

n

)

2

; E\ (p

n

)

2

i, kde n � 1.

1

Doká¾eme, ¾e v libovolném

z tìchto modelù jsou splnìny v¹echny axiomy teorie AST

Set

� (násl).

1

Nejjednodu¹¹ím z tìchto modelù jeM

1

= hf0g; fh0; 0ig; 0i, pro nìj¾ jsou dùkazy splòování vìt¹iny axiomù

(zejména indukce a "-indukce) trivializovány.
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1. Proto¾e rovnost a nále¾ení jsme ponechali absolutní a mno¾iny p

n

jsou vesmìs tranzi-

tivní, jsou v ka¾dém z modelù M

n

splnìny axiomy rovnosti a extenzionalita.

2. Axiom nuly je vM

n

splnìn, proto¾e v tranzitivních modelech je pojem prázdné mno¾iny

absolutní a 0 2 p

n

pro v¹echna n � 1.

3. Platnost negace axiomu následníka vM

n

vyplývá z toho, ¾e pojem následníka je v tran-

zitivních modelech absolutní a pro ka¾dé pøirozené èíslo n platí n 2 p

n+1

� p

n

. ®ádná

z mno¾in p

n

není na operaci následníka uzavøena, nebo» pro x = y = n � 1 2 p

n

je

x [ fyg = n =2 p

n

, tedy podle tvrzení uvedených v oddílu 1.4 není v ¾ádném M

n

axiom

následníka splnìn.

4. Schema indukce. Mìjme libovolnou formuli '(x). Podle de�nice splòování v modelu je

M

n

j= (ind

'

) [e]

(I1) � [(8a 2 p

n

) (a = 0 ! '̂(a)) &

(I2) (8a; b; c 2 p

n

) ('̂(a) & c = a [ fbg ! '̂(z))] !

(I3) (8a 2 p

n

) ('̂(a))

kde '̂(e

0

(t)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující, ¾e M

n

j= '(t) [e

0

],

kde e

0

=

z

c

y

b

x

a

e.

Nech» platí (I1), (I2) a h je mno¾ina nejmen¹í mohutnosti v p

n

, pro kterou neplatí '̂(h).

(a) Pokud h = 0, pak podle (I1) platí '̂(h) | spor.

(b) Pokud h 6= 0, pak h = (h � fsg) [ fsg pro nìjaké s 2 h, pøièem¾ z de�nice p

n

je

zøejmé, ¾e s i h � fsg jsou prvky p

n

. Mohutnost h � fsg je men¹í ne¾ mohutnost

h, tedy podle pøedpokladu minimality h platí '̂(h � fsg). Podle (I2) tudí¾ platí

'̂((h� fsg) [ fsg), neboli '̂(h) | spor.

Tím je platnost axiomu indukce pro formuli ' v modelu M

n

dokázána.

5. Schema "-indukce doká¾eme obecnìji pro libovolný tranzitivní model M

�

s nosièem p

�

,

kde � 2 On, co¾ vyu¾ijeme v èásti 3.4. Mìjme formuli '(x). Podle de�nice splòování

v modelu platí

M

�

j= (eps

'

) [e]

� (8a 2 p

�

) [(8b 2 p

�

) (b 2 a ! '̂(b)) ! '̂(a)] !

! (8a 2 p

�

) ('̂(a))

(E1) � (8a 2 p

�

) [(8b 2 a) ('̂(b)) ! '̂(a)] !

(E2) ! (8a 2 p

�

) ('̂(a))

kde '̂(e

0

(t)) je opìt formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující, ¾e M

n

j=

'(t) [e

0

], kde e

0

=

y

b

x

a

e. Druhá z ekvivalencí je dùsledkem tranzitivity p

�

(mno¾ina

a 2 p

�

má prvky pouze v p

�

).

Nech» platí (E1) a h je mno¾ina na nejni¾¹í hladinì p

�

, � < �, taková, ¾e : '̂(h).

Proto¾e h 2 p

�

, platí (8s 2 h) (s 2 p

��1

), a tedy podle pøedpokladu minimality � je

(8s 2 h) ('̂(s)). Podle (E1) pak ale také '̂(h) | spor.
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Tím je dokázáno, ¾eM

n

je pro ka¾dé n � 1 modelem teorie ZF

Fin

�(násl) a axiom následníka

je tudí¾ nezávislý na ostatních axiomech ZF

Fin

.

3.4 Schema indukce

Jako model prokazující nezávislost schematu indukce mù¾e slou¾it ka¾dý tranzitivní model

M

�

s univerzem p

�

, kde � je libovolný limitní ordinál vìt¹í ne¾ ! (nejjednodu¹¹eji tedy p

!�2

).

Doká¾eme jednotlivé axiomy:

1. Ka¾dý z modelù M

�

je tranzitivní, tak¾e jsou v nìm splnìny axiomy rovnosti i exten-

zionality (viz oddíl 1.4). Proto¾e 0 2 p

�

, je splnìn i axiom muly.

2. V tranzitivních modelech je pojem mno¾inového následníka absolutní, staèí tedy ukázat

uzavøenost p

�

vùèi této operaci. Nech» a 2 p

�

, b 2 p

�

, �; � < �. Potom fbg 2 p

�+1

,

a tedy podle 1.4 je a [ fbg 2 p

max(�;�)+2

, tedy a [ fbg 2 p

�

, co¾ bylo dokázati.

3. Dùkaz schematu "-indukce jsme provedli v oddílu 3.3 (bod 5) obecnì pro libovolný

tranzitivní model p

�

, � 2 On.

4. Zbývá ukázat, ¾e v modelech M

�

je poru¹eno schema indukce. Vezmìme jeho instanci

pro formuli '(x) � Fin(x). Proto¾e p

�

je uzavøené vùèi potenci a podmno¾inám, je

pojem koneènosti mno¾iny absolutní. Formule ' tudí¾ splòuje v modeluM

�

pøedpoklady

axiomu indukce, nebo» platí Fin(0) & ((8x; y 2 p

�

) (Fin(x) ! Fin(x [ fyg)). Proto¾e

v¹ak ! 2 p

�

& : Fin(!), je M

�

j= : (8x) (Fin(x)), neboli

M

�

j= [Fin(0) & (8x; y) (Fin(x) ! Fin(x [ fyg))] & : (8x) (Fin(x));

tj. M

�

j= : (ind

Fin(x)

), co¾ bylo dokázati.

3.5 Schema "-indukce

Nech» u =2 p

!

, napøíklad u = f!g. De�nujme mno¾iny

p

0

0

= fug

p

0

n+1

=

P

 

S

m�n

p

0

m

!

� ffugg

9

>

=

>

;

v =

[

n2N

p

0

n

a relace

r

=

= Id \ v

2

r

2

= fhu; uig [ [E \ (v � fug)

2

]

Za model v ZF prokazující nezávislost schematu "-indukce vezmeme M = hv; r

=

; r

2

i. Vyslo-

víme nejprve nìkolik lemmat:
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Lemma 1: Pro v¹echna a; c 2 v platí:

a 6= u ! (hc; ai 2 r

2

� c 2 a)

a = u ! (hc; ai 2 r

2

� c = u)

Dùkaz je zøejmý z de�nice r

2

.

Lemma 2: (8a 2 v) (a 6= u ! a � v)

Dùkaz: Jestli¾e a 6= u, pak podle de�nice v je a 2 p

0

n

pro nìjaké n � 1. Podle de�nice p

0

n

je

pak a �

S

m<n

p

0

n

� v.

Lemma 3 (splòování prázdnosti v M):

M j= (8q) (q =2 x) [e] � e(x) = 0

Dùkaz: Pro e(x) = u platí ekvivalence triviálnì. Pro e(x) 6= u je

M j= (8q) (q =2 x) [e] � (8c 2 v) (hc; e(x)i =2 r

2

) �

� (8c 2 v) (c =2 e(x)) �

� (8c) (c =2 e(x)) �

� e(x) = 0

První ekvivalence plyne z de�nice splòování v M, druhá z lemmatu 1, tøetí z lemmatu 2

(e(x) � v) a ètvrtá z extenzionality.

Lemma 4 (pøeklad pojmu následník):

M j= (8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y) [e] � e(z) = N(e(x); e(y))

kde N je funkce zadaná následující tabulkou (hvìzdièkou jsou vyznaèeny pøípady, kdy e(z) 6=

e(x) [ fe(y)g):

N(e(x); e(y)) e(y) = 0 e(y) = u e(y) =2 f0; ug

e(x) = 0 f0g u

�

fe(y)g

e(x) = u f0; ug

�

u

�

fu; e(y)g

�

e(x) =2 f0; ug e(x) [ f0g e(x) [ fug e(x) [ fe(y)g

Dùkaz: Doká¾eme postupnì následující dvì tvrzení, která zahrnují v¹echny pøípady:

1. Pro e(z) = u platí M j= (8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y) [e], právì kdy¾ e(x) = e(y) = u

nebo e(x) = 0; e(y) = u.

2. Pro e(z) 6= u platí M j= (8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y) [e], právì kdy¾ e(x) = u; e(y) 6=

u; e(z) = fu; e(y)g nebo e(x) =2 f0; ug; e(z) = e(x) [ fe(y)g.
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1. Nech» tedy e(z) = u. Potom podle lemmatu 1 je

M j= (8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y) [e] �

� (8c 2 v) (hc; e(z)i 2 r

2

� hc; e(x)i 2 r

2

_ c = e(y)) �

(1) � (8c 2 v) (c = u � hc; e(x)i 2 r

2

_ c = e(y))

Podmínka (1) je zøejmì splnìna pro dvojice e(x) = e(y) = u a e(x) = 0; e(y) = u;

uká¾eme, ¾e pro jiné dvojice splnìna není:

Pokud e(y) 6= u, pak (1) neplatí zøejmì. Pokud e(x) =2 f0; ug, pak podle lemmatu 1

nabývá (1) tvaru

(8c 2 v) (c = u � c 2 e(x) _ c = u)

Proto¾e e(x) 6= 0 a fug =2 v, má e(x) nìjaký prvek rùzný od u a (1) rovnì¾ není splnìno.

2. Nech» nyní e(z) 6= u. Potom z de�nice splòování v M a tranzitivity v � fug dostáváme

M j= (8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y) [e] �

� (8c 2 v) (c 2 e(z) � hc; e(x)i 2 r

2

_ c = e(y)) �

(2) � (8c) (c 2 e(z) � hc; e(x)i 2 r

2

_ c = e(y)))

Jestli¾e e(x) = u, nabývá (2) tvaru

(8c) (c 2 e(z) � c = u _ c = e(y)) �

� e(z) = fu; e(y)g

Právì pro e(y) = u je ale fu; e(y)g = fug =2 v, tedy pøi e(x) = e(y) = u není (2) splnìno

pro ¾ádné e(z) 6= u.

Jestli¾e naopak e(x) 6= u, nabývá (2) tvaru

(8c) (c 2 e(z) � c 2 e(x) _ c = e(y)) �

� e(z) = e(x) [ fe(y)g

Právì pro e(x) = 0; e(y) = u je ov¹em e(x)[fe(y)g = fug =2 v, tedy pøi e(x) = 0; e(y) =

u není (2) splnìno pro ¾ádné e(z) 6= u.

Pøistoupíme nyní k dùkazu jednotlivých axiomù:

1. Axiom extenzionality. Podle de�nice splòování v modelu M je

M j= (ext) �

� (8a; b 2 v) (a = b � (8c 2 v) (hc; ai 2 r

2

� hc; bi 2 r

2

))

� Pokud a = u, b = u, je (1) zøejmì splnìno.

� Pokud a = u, b 6= u, je b 6= fug podle de�nice v, b � v podle lemmatu 2. Pokud

b = 0, pak je podmínka (1) splnìna, jinak má b nìjaký prvek c 6= u a podmínka

(1) je splnìna rovnì¾, nebo» jediné c takové, ¾e hc; ai 2 r

2

je c = u.
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� Pokud a; b 6= u, potom a; b � v podle lemmatu 2 a vztah (1) vyplývá z lemmatu 1

a extenzionality.

2. Splnìní axiomu nuly vyplývá z lemmatu 3.

3. Axiom následníka vyplývá z lemmatu 4 | pro v¹echny pøípady je N(e(x); e(y)) 2 v.

4. Schema indukce. Mìjme libovolnou formuli '. Podle de�nice splòování v M a ji¾ doká-

zaných axiomù je:

M j= (ind

'

) [e] �

� (8a 2 v) (a = 0 ! M j= '(x) [

x

a

e])

& (8a; b; c 2 v)

(M j= '(x) [

x

a

e] & c = N(a; b) ! M j= '(z) [

z

c

e])

! (8a 2 v) (M j= '(x) [

x

a

e]) �

(I1') � '̂(0)

(I2') & (8a; b; c 2 v) ('̂(a) & c = N(a; b) ! '̂(c))

! (8a 2 v) ('̂(a))

kde '̂(e

0

(t)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující, ¾e M j= '(t) [e

0

].

Z lemmatu 4 a podmínek (I1'), (I2') pro ka¾dou nejvý¹e dvouprvkovou mno¾inu r 2 v

vyplývá '̂(r):

� '̂(0) podle (I1'), odtud '̂(u) podle (I2'), nebo» u = N(0; u),

� '̂(fxg) pro x 2 v podle (I2'), nebo» fxg = N(0; x),

� '̂(f0; ug) podle (I2'), nebo» f0; ug = N(u; 0),

� '̂(fx; yg) pro x 2 v � f0; ug, y 2 v podle (I2'), nebo» fx; yg = N(fxg; y).

Vezmìme h 2 v nejmen¹í mohutnosti takové, ¾e splòuje (I1'), (I2'), a pøitom : '̂(h).

Jeliko¾ h je aspoò trojprvková, obsahuje nìjaký prvek g =2 f0; ug a (podle lemmatu 4)

platí h = N(h�fgg; g). Proto¾e ale h�fgg má men¹í mohutnost ne¾ h (v¹echny mno¾iny

ve v jsou koneèné), platí '̂(h� fgg), a tedy podle (I2') také '̂(h) | spor.

5. Uká¾eme, ¾e v M není splnìno schema "-indukce pro formuli x =2 x:

M j= (eps

x=2x

) �

(E') � (8a 2 v) [(8b 2 v) (hb; ai 2 r

2

! hb; bi =2 r

2

) ! ha; ai =2 r

2

]

! (8a 2 v) (ha; ai =2 r

2

)

Podmínka (E') je splnìna pro ka¾dé a 2 v:

� Pro a = u není splnìna podmínka hb; ui 2 r

2

! hb; bi =2 r

2

pro b = u, tak¾e (E')

platí triviálnì.

� Pokud a 6= u, potom ha; ai =2 r

2

právì kdy¾ a =2 a, co¾ je splnìno pro ka¾dé a 2 v

(nebo» v � �

fug

), tak¾e podmínka (E') je rovnì¾ splnìna.

Pøitom ale hu; ui 2 r

2

, neplatí tedy (8a 2 v) (ha; ai =2 r

2

) a tudí¾ M nesplòuje schema

"-indukce pro formuli x =2 x.

Tím je dokonèen dùkaz nezávislosti schematu "-indukce na ostatních axiomech AST

Set

.

18



4 Nezávislost axiomù ZF

Fin

Následující odstavce ukazují modely v ZF prokazující nezávislost axiomù extenzionality, ko-

neèna, regularity a potence. Z nemo¾nosti koneèné axiomatizace ZF

Fin

vyplývá nezávislost

schematu nahrazení. Axiomy nuly a sjednocení jsou naopak v ZF

Fin

závislé na ostatních

axiomech.

4.1 Extenzionalita

Model prokazující nezávislost extenzionality v ZF

Fin

je tý¾ jako pro AST

Set

| viz oddíl 3.1,

kde jsme ji¾ dokázali, ¾e jsou v nìm splnìny axiomy rovnosti a nuly a ¾e naopak není splnìn

axiom extenzionality. Doká¾eme nyní platnost zbývajících axiomù ZF

Fin

vM. Budeme pøitom

vyu¾ívat lemmata 1{3 dokázaná v èásti 3.1 a dal¹í pomocná tvrzení, která doká¾eme nyní:

Lemma 4 (splnìní predikátu inkluze v M):

M j= x � y [e] � e(x) � e(y) _ e(x) = �

Dùkaz: Platí následující ekvivalence:

M j= x � y [e] �

� M j= (8q) (q 2 x ! q 2 y) [e] �

(1) � (8c 2 v) (c 2 e(x) ! c 2 e(y)) �

(2) � e(x) � e(y) _ e(x) = �

První ekvivalence je de�nicí inkluze, druhá de�nicí splòování v modelu. Tøetí ekvivalenci

doká¾eme postupnì:

(2) ! (1): Jestli¾e e(x) = �, potom je (1) splnìno, nebo» � nemá ve v ¾ádné prvky (podle

lemmatu 3 v èásti 3.1); jestli¾e e(x) � e(y), potom (1) platí pro ka¾dé c, tím spí¹e pro c 2 v.

(: 2) ! (: 1): Pokud e(x) 6= �, pak e(x) � v podle lemmatu 3 v èásti 3.1, tedy e(x) 6� e(y)

znamená, ¾e (9c 2 v) (c 2 x & c =2 e(y)), QED.

Lemma 5 (prázdnost v M):

M j= (8q) (q =2 z) [e] � e(z) = 0 _ e(z) = �
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Dùkaz: Mno¾ina � nemá ve v ¾ádné prvky podle lemmatu 2, libovolná jiná je podle lem-

matu 3 èástí v, a tedy nemá ¾ádný prvek ve v, právì kdy¾ je prázdná.

Lemma 6 (splnìní predikátu tranzitivity v M):

M j= Trans(x) [e] � e(x) = � _ (8c 2 e(x)) (c = � _ c � e(x))

Dùkaz: Podle de�nice splòování v M a lemmatu 4 platí následující ekvivalence:

M j= Trans(x) [e] �

� M j= (8q) (q 2 x ! q � x) [e] �

� (8c 2 v) (c 2 e(x) ! (c = � _ c � e(x))) �

� e(x) = � _ (8c 2 e(x)) (c = � _ c � e(x))

Axiom potence

Podle de�nice splòování v M a lemmatu 4 je:

M j= (pot) [e] �

� (8a 2 v) (9b 2 v) (8c 2 v) (c 2 b � M j= q � x [e

0

]) �

� (8a 2 v) (9b 2 v) (8c 2 v) (c 2 b � c � a _ c = �)

kde e

0

=

q

c

z

b

x

a

e. Mìjme tedy a 2 v a vezmìme b =

P

(a) [ f�g; podle 1.4 je b 2 p

u

�

u

(a)+1

,

tj. b 2 v a podmínka (c 2 b � c � a _ c = �) platí pro v¹echna c, tím spí¹e pro c 2 v. QED

Sjednocení

Podle de�nice splòování v modelu je

M j= (sjedn) �

(1) � (8a 2 v) (9b 2 v) (8c 2 v) (c 2 b � (9d 2 v) (c 2 d & d 2 a))

Jestli¾e a = �, pak vyhovuje b = 0 nebo b = � (proto¾e nemají ve v ¾ádné prvky). Jestli¾e

naopak a 6= �, potom a � v podle lemmatu 3 ve 3.1. Vezmìme b =

S

(a� f�g). Platí:

c 2

[

(a� f�g) � (9d) (d 2 a & d 6= � & c 2 d) �

� (9d 2 v) (d 2 a & d 6= � & c 2 d) �

� (9d 2 v) (c 2 d & d 2 a)

Druhá ekvivalence vyplývá z toho, ¾e a � v a tøetí z toho, ¾e � nemá ve v ¾ádné prvky.

Pøitom b 2 v, nebo» je-li a 2 p

u

n

, je

S

(a � f�g) 2 p

u

n�1

; toto

S

(a � f�g) je tedy hledaným b

v (1) a axiom sjednocení je tudí¾ v M splnìn.
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Koneènost

Podle de�nice splòování v modelu a lemmatu 4 je

M j= (�n) �

� (8a; b 2 v)

(K1) [((8d 2 v) (d 2 b ! (d � a _ d = �)) &

(K2) & (9h 2 v) (h 2 b)) !

! (9c 2 v) (c 2 b & (8d 2 v) [d 2 b !

! ((9s 2 v) (s 2 d & s =2 c) ! (9t 2 v) (t 2 c & t =2 d))])]

Podmínka neprázdnosti (K2) v antecedentu vyluèuje b = 0 a b = �, tedy podle lemmatu 3 je

b � v. Podmínku (K1) lze tudí¾ pøepsat:

(K1) � (8d 2 b) (d � a _ d = �) �

� b �

P

(a) [ f�g

Staèí tedy najít c 2 b (pak u¾ c 2 v), ¾e platí

(1) (8d 2 b) ((9s 2 v) (s 2 d & s =2 c) ! (9t 2 v) (t 2 c & t =2 d))

Rozli¹íme dva pøípady:

1. � =2 b. Proto¾e a je koneèná, má b �

P

(a) maximální prvek vùèi inkluzi. Oznaème

tento prvek c; doká¾eme, ¾e splòuje podmínku (1). Vezmìme libovolné d 2 b. Jeliko¾

� =2 b, je c; d 6= �, tedy podle lemmatu 3 je c; d � v. Podmínka (1) se tedy redukuje na

(9s 2 d) (s =2 c) ! (9t 2 c) (t =2 d), co¾ platí podle pøedpokladu maximality c v b.

2. � 2 b. Pokud b = f�g, je podmínka splnìna pro c = �. Pro b 6= f�g má neprázdná

mno¾ina b�f�g �

P

(a) maximální prvek c. Toto c splòuje podmínku (1) vùèi ka¾dému

d 2 b�f�g (dùkaz je stejný jako v pøedchozím bodì) a pro d = � je podmínka splnìna

rovnì¾, nebo» � nemá ve v ¾ádné prvky. QED

Regularita

Podle de�nice splòování v M a lemmatu 5 dostáváme:

M j= (8x) [(8w) (w =2 x) ! (9q) (w 2 q ! w =2 x)] �

(1) � (8a 2 v � f0; �g) (9b 2 v) (b 2 a & (8c 2 v) (c 2 b ! c =2 a))

Nech» tedy a 2 v � f0; �g. Vezmìme prvek h 2 a na nejmen¹í hladinì p

0

n

. Proto¾e podle

lemmatu 3 je a � v, je h 2 v. Jestli¾e h 6= �, má h podle pøedpokladu minimality p

0

n

prvky
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pouze ve v � a; jestli¾e h = �, potom nemá vùbec ¾ádný prvek ve v. V obou pøípadech je h

hledaným prvkem b a tvrzení (1) je splnìno.

Doká¾eme nyní druhou podmínku axiomu regularity. Podle de�nice splòování v M a lem-

matu 6 platí:

M j= (8x) (9z) (x � z & Trans(z)) [e] � (8a 2 v) (9b 2 v)

(2) [(a � b _ a = �) & (b = � _ (8c 2 b) (c = � _ c � b))]

Jestli¾e a = �, je podmínka (2) splnìna pro b = �. Podle de�nice hladin p

0

n

pro libovolné jiné

a 2 p

0

n

, n � 1 platí a � p

0

n�1

a (8c 2 p

n�1

) (c = � _ c � p

0

n�1

), tvrzení (2) je tedy splnìno

pro b = p

0

n�1

.

Nahrazení

Nech» '(r; s) je libovolná formule, která neobsahuje volné promìnné t, z. Podle de�nice spl-

òování v M dostáváme:

M j= (8r; s; t) ('(r; s) & '(r; t) ! s = t) !

! (8x) (9z) (8q) (q 2 z � (9r) (r 2 x & '(r; q))) �

(1) � (8h; i; j 2 v) ('̂(h; i) & '̂(h; j) ! i = j) !

(2) ! (8a 2 v) (9b 2 v) (8c 2 v) (c 2 b � (9d 2 v) (d 2 a & '̂(d; c)))

kde '̂(e

0

(f); e

0

(g)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující skuteènost, ¾e M j=

'(f; g) [e

0

], pøièem¾ e

0

=

r

h

s

i

t

j

x

a

z

b

q

c

e.

Chceme nyní najít ke ka¾dému a 2 v nìjaké b 2 v, které splòuje podmínku (2). Pro a = � je

takovým b nula nebo �, které nemají ve v ¾ádné prvky.

Mìjme tedy a 2 v, a 6= �. Podmínka (1) zaji¹»uje, ¾e '̂ splòuje jednoznaènost obrazù na v.

Formule  (h; i)

df

� '̂(h; i) & h 2 v & i 2 v tedy splòuje podmínku jednoznaènosti obrazu

pro ka¾dé h. Podle lemmatu 3 je a � v a podle axiomu nahrazení pro formuli  tudí¾ existuje

b tak, ¾e

(8c) (c 2 b � (9d) (d 2 a &  (d; c))) �

� (8c) (c 2 b � (9d) (d 2 a & '̂(d; c) & d 2 v & c 2 v)) �

(3) � (8c) (c 2 b � c 2 v & (9d 2 v) (d 2 a & '̂(d; c)))

Podle (3) je b � v, tedy b � p

n

pro nìjaké n (nebo» b je koneèná podle lemmatu 1), tedy

b 2 p

n+1

, a tedy b 2 v. Toto b tudí¾ v dùsledku (3) splòuje podmínku (2) a dùkaz je hotov.

Tím je zároveò dokonèen dùkaz toho, ¾e M je modelem teorie ZF

Fin

� (ext).
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4.2 Nula

Axiom nuly je v ZF

Fin

stejnì jako v ZF závislý na schematu vydìlení (které je dùsledkem

schematu nahrazení). Prázdnou mno¾inu lze vydìlit jako podmno¾inu kterékoli mno¾iny li-

bovolnou kontradiktorickou formulí '(v).

4.3 Sjednocení

Axiom sjednocení je v ZF

Fin

závislý na ostatních axiomech. Doká¾eme postupnì existenci

mno¾inového následníka (tj. sjednocení s jednoprvkovou mno¾inou), sjednocení dvojice mno-

¾in a koneènì sjenocení libovolné mno¾iny.

Existence následníka

Chceme dokázat:

(8x) (8y) (9z) (8q) (q 2 z � q 2 x _ q = y)

Vezmìme libovolné mno¾iny x, y. Sestrojíme formuli, která bude ka¾dému singletonu fzg 2

P

(x) pøiøazovat jeho jediný prvek z a ka¾dé jiné mno¾inì z

P

(x) pøiøazovat y; mno¾inám mimo

potenci x nebude pøiøazovat ¾ádný prvek. Taková formule zjevnì splòuje podmínku axiomu

nahrazení, nebo» ka¾dé mno¾inì pøiøazuje nejvý¹e jeden þobrazÿ. Po¾adované vlastnosti má

napøíklad formule:

'(u; v) � u � x & [(v 2 x & (8q) (q 2 u � q = v)) _

_ (v = y & : (9z) (q 2 u � q = z))]

Podle axiomu nahrazení existuje mno¾ina a = fv; u 2

P

(x) & '(u; v)g, která je hledaným

následníkem:

1. zjevnì '(u; v) ! v 2 x _ v = y (viz tvar formule '),

2. y 2 a, nebo» 0 � x není singleton, tedy '(0; y),

3. libovolný prvek z 2 x nále¾í do a, nebo» je pøiøazen singletonu fzg 2

P

(x).

Mno¾ina a je tedy hledaným následníkem mno¾in x a y.

Sjednocení dvojice mno¾in

Chceme dokázat:

(8x) (8y) (9z) (8q) (q 2 z � q 2 x _ q 2 y)
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Vezmìme libovolné mno¾iny x, y. Uva¾ujme mno¾inu

a = fy

0

� y; (9z) (8q) (q 2 z � q 2 x _ q 2 y)g �

P

(y)

tj. mno¾inu tìch èástí y, pro které existuje jejich sjednocení s x (tato mno¾ina existuje podle

axiomu vydìlení a potence). Mno¾ina a má (podle axiomu koneèna aplikovaného na y) maxi-

mální prvek vùèi inkluzi, který oznaèíme b. Pokud b = y, pak sjednocení mno¾in x a y existuje,

nebo» b 2 a. V opaèném pøípadì dospìjeme ke sporu: vezmìme prvek y

0

2 y � b; podle ji¾

dokázané existence sjednocení s jednoprvkovou mno¾inou umíme ke sjednocení mno¾in x a b

tento prvek pøidat, co¾ je spor s maximalitou mno¾iny b.

Sjednocení libovolné mno¾iny

Chceme dokázat:

(8x) (9z) (8q) (q 2 z � (9w) (q 2 w & w 2 x))

Postup je podobný jako v pøedchozím pøípadì. Vezmìme libovolnou mno¾inu x. Uva¾ujme

mno¾inu

a = fx

0

� x; (9z) (8q) (q 2 z � (9w) (q 2 w & w 2 x))g �

P

(x)

tj. mno¾inu tìch x

0

� x, jejich¾ sjednocení existuje. Tato mno¾ina má maximální prvek vùèi

inkluzi (nebo» mno¾ina x je koneèná). Pokud b = x, pak sjednocení mno¾iny x existuje.

V opaèném pøípadì dospìjeme ke sporu: vezmìme libovolnou mno¾inu x

0

2 x � b; podle ji¾

dokázané existence sjednocení dvojice mno¾in umíme ke sjednocení mno¾iny b tuto mno¾inu

pøisjednotit, co¾ je spor s maximalitou mno¾iny b.

Tím je axiom sjednocení dokázán z ostatních axiomù ZF

Fin

.

4.4 Koneènost

Teorie ZF

Fin

s negací axiomu koneèna je v podstatì teorií ZF. Jediný rozdíl je ten, ¾e axiom

nekoneèna bývá v teorii ZF obvykle formulován v podobì þexistuje induktivní mno¾inaÿ,

nikoli þexistuje mno¾ina, která je nekoneèná ve smyslu Tarskéhoÿ. Proto¾e v¹ak induktivní

mno¾ina je nekoneèná podle Tarského, jsou v teorii ZF splnìny v¹echny axiomy teorie ZF

Fin

�

(�n). Triviální interpretace

�

teorie ZF

Fin

�(�n) v teorii ZF, kdy x

�

interpretujeme jako x 2 V

a predikáty rovnosti a nále¾ení ponecháme absolutní, tedy prokazuje její bezespornost (vùèi

ZF), a tedy i nezávislost axiomu koneèna na ostatních axiomech.
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4.5 Regularita

Jako model prokazující nezávislost axiomu regularity v axiomatice ZF

Fin

slou¾í model M

popsaný v oddílu 3.5. Jak jsme tam ukázali, tento model splòuje v¹echny axiomy AST

Set

s výjimkou pøípadù schematu "-indukce. Ve [V] je ukázáno, ¾e v¹echny axiomy ZF

Fin

vy-

plývají z axiomù AST

Set

, pøièem¾ schema "-indukce je pou¾ito pouze pøi dùkazu axiomu

regularity. Z toho vyplývá, ¾e v¹echny axiomy teorie ZF

Fin

� (reg) jsou v M splnìny. Doká-

¾eme je¹tì, ¾e v M je splnìna negace axiomu regularity:

Dùsledkem axiomu regularity je, ¾e ¾ádná mno¾ina není svým vlastním prvkem. Proto¾e v¹ak

hu; ui 2 r

2

, je M j= (9x) (x 2 x); proto M j= : (reg). QED

4.6 Potence

Jako model prokazující nezávislost axiomu potence vezmeme tranzitivní model p

1

, tj. model

M

1

s nosièem f0g a absolutní rovností i nále¾ením.

1

Doká¾eme jednotlivé axiomy:

1. Proto¾e se jedná o tranzitivní model, jsou splnìny axiomy rovnosti a extenzionalita.

2. Axiom nuly je splnìn, nebo» M

1

je tranzitivní a 0 2 p

1

.

3. Sjednocení (v tranzitivních modelech absolutní): jediná mno¾ina v p

1

je 0 a

S

0 = 0 2 p

1

,

axiom sjednocení je tedy v M

1

splnìn.

4. Koneènost. Pojem neprázdné podmno¾iny je v tranzitivních modelech absolutní. Pro-

to¾e 0 nemá ¾ádnou neprázdnou podmno¾inu, je vM

1

koneèná triviálnì; axiom koneèna

je tudí¾ splnìn.

5. Regularita. První podmínka axiomu je splnìna triviálnì, nebo» v modelu ¾ádná ne-

prázdná mno¾ina není. Predikát þbýt tranzitivníÿ je v tranzitivním modelu absolutní,

0 � 0 & Trans(0), tedy i druhá èást axiomu regularity je splnìna.

6. Nahrazení. Splnìní axiomu nahrazení pro formuli ' v M

1

je podle de�nice splòování

v modelu ekvivalentní formuli

[(8h; i; j 2 p

1

) ('̂(h; i) & '̂(h; j) ! i = j)] !

! (8a 2 p

1

) (9b 2 p

1

) (8c 2 p

1

)

(c 2 b � (9d 2 p

1

) (d 2 a & '̂(d; c)))

kde '̂(e

0

(s); e

0

(t)) je formule základního jazyka teorie mno¾in vyjadøující splnìní '(s; t)

v modelu M

1

pøi ohodnocení promìnných e

0

.

1

V tomto modelu ov¹em není splnìn axiom dvojice, který bývá | podobnì jako axiom nuly | èasto uvádìn

jako jeden z axiomù ZF

Fin

, pøesto¾e je závislý na ostatních axiomech; pro úèely této práce v¹ak axiom dvojice

mezi axiomy ZF

Fin

nepoèítáme (viz 1.3). Nalézt model, ve kterém by byl splnìn i tento axiom, by bylo patrnì

obtí¾nìj¹í. Stejnì tak zde není splnìna druhá formulace axiomu regularity, kdy po¾adujeme, aby existoval

tranzitivní obal, jeho¾ je daná mno¾ina prvkem, nikoli èástí.
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Konsekvent této implikace je splnìn bez ohledu na antecedent, nebo» k jediné mno¾inì

a = 0 2 p

1

nalezneme b = 0 2 p

1

, pro nì¾ je po¾adovaná podmínka splnìna triviálnì:

pro jediné c 2 p

1

, toti¾ c = 0, neplatí ani c 2 b, ani (9d 2 p

1

) (d 2 0 & '̂(d; c)).

7. Negace potence. Prázdná mno¾ina nemá v M

1

svoji potenci, nebo» 0 � 0, ale ¾ádná

mno¾ina v M

1

nulu jako svùj prvek neobsahuje; QED.

4.7 Schema nahrazení

Uva¾ujeme-li ZF

Fin

bez schematu vydìlení, je teorie ZF

Fin

� (nahr) koneènì axiomatizo-

vána. Proto¾e v¹ak teorie ZF

Fin

koneènì axiomatizovatelná není, musí být schema nahrazení

nezávislé na ostatních axiomech ZF

Fin

.

Diskuse nezávislosti schematu nahrazení v teorii ZF

Fin

+(vyd) byla provedena v kapitole 1.4:

pøi formulaci axiomu koneèna v podobì þv¹echny mno¾iny jsou koneèné podle Tarskéhoÿ je

schema nahrazení závislé, pro formulaci þneexistuje induktivní mno¾inaÿ jsme nalezli model

v ZF prokazující jeho nezávislost.

26



5 Dobré uspoøádání univerzální

tøídy

Úlohou je najít co nejjednodu¹¹í popis dobrého uspoøádání univerzální tøídy V. Uká¾eme tøi

jednoduché popisy dvou rùzných takových uspoøádání.

Proto¾e je ka¾dé lineární uspoøádání koneèné mno¾iny dobré, jsou v ZF

Fin

v¹echna lineární

uspoøádání libovolné tøídy dobrá.

1

Staèí tedy najít jednoduchý popis libovolného lineárního

uspoøádání tøídy V.

Z dobrých uspoøádání v¹ak mají lep¹í vlastnosti (a více se podobají dobrým uspoøádáním

v ZF) uspoøádání úzká (taková, kde ka¾dý prvek má jen mno¾inu, tj. koneènì mnoho,

pøedchùdcù). V tìchto uspoøádáních je vlastnost existence prvního prvku splnìna nejen pro

v¹echny neprázdné mno¾iny , ale i tøídy (odpovídající spoèetným mno¾inám v ZF). Shodou

okolností obì pøedkládaná uspoøádání s jednoduchým popisem úzká jsou.

5.1 Uspoøádání �

1

Pro x 6= y de�nujeme rekurzí

(<

1

) x <

1

y

df

� max

<

1

(x4 y) 2 y

Dále de�nujeme obvyklým zpùsobem x �

1

y

df

� x <

1

y _ x = y. Je tøeba dokázat korektnost

de�nice a po¾adované vlastnosti uspoøádání <

1

.

De�nice je provedena rekurzí podle hladin p

n

; je-li x; y 2 p

n

, je x4 y � p

n�1

, pøièem¾ (jak

uká¾eme), p

n�1

je relací �

1

lineárnì uspoøádána. (Koneèná) neprázdná mno¾ina x4 y má

tedy v lineárním uspoøádání �

1

hladiny p

n�1

nejvìt¹í prvek a výraz max

<

1

(x4 y) má smysl.

Zøejmì platí fhx; yi 2 p

n

;x �

1

yg � fhx; yi 2 p

n+1

;x �

1

yg. Doká¾eme, ¾e �

1

je lineárním

uspoøádáním hladiny p

n

, za indukèního pøedpokladu, ¾e �

1

je lineárním uspoøádáním hladiny

p

n�1

pro n � 1 (lineárním uspoøádáním prázdné hladiny p

0

je triviálnì):

1

Uspoøádání tøídy v¹ech celých èísel podle velikosti je tedy v ZF

Fin

dobrým uspoøádáním.
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1. Reexivita relace �

1

je zaruèena pøímo de�nicí.

2. Antisymetrie. Mìjme x, y taková, ¾e x 6= y, x <

1

y, y <

1

x. Podle de�nice pak platí

max

<

1

(x4y) 2 x& max

<

1

(x4y) 2 y, tedy max

<

1

(x4y) 2 x\y, neboli max

<

1

(x4y) =2

x4 y | spor.

3. Tranzitivita. Nech» (1) y

0

= max

<

1

(x4 y) 2 y, (2) z

0

= max

<

1

(y 4 z) 2 z. Chceme

dokázat, ¾e potom x

0

= max

<

1

(x4 z) 2 z. Rozli¹íme tøi pøípady:

(a) y

0

= z

0

nemù¾e nastat, nebo» z

0

2 z � y a y

0

2 y.

(b) y

0

<

1

z

0

: Podle (1) je ka¾dý prvek mno¾iny x, který je vìt¹í ne¾ y

0

, prvkem y.

Podle (2) ka¾dý prvek mno¾iny y, který je vìt¹í ne¾ z

0

, je prvkem z. Proto |

jeliko¾ y

0

<

1

z

0

| ka¾dý prvek mno¾iny x, který je vìt¹í ne¾ z

0

, je prvkem z;

pøitom z

0

=2 x, nebo» z

0

=2 y. Tedy je z

0

nejvìt¹í prvek, ve kterém se mno¾iny x a z

li¹í, neboli max

<

1

(x4 z) = z

0

2 z, QED.

(c) z

0

<

1

y

0

: Podle (1) je ka¾dý prvek mno¾iny x, který je vìt¹í ne¾ y

0

, prvkem y.

Podle (2) je ka¾dý prvek mno¾iny y, který je vìt¹í ne¾ z

0

, tím spí¹e ne¾ y

0

, prvkem

z. Tedy ka¾dý prvek mno¾iny x, který je vìt¹í ne¾ y

0

, je prvkem z; pøitom y

0

=2 x,

nebo» y

0

2 y � x, ale y

0

2 z, nebo» y

0

2 y & z

0

<

1

y

0

. Tedy je y

0

nejvìt¹í prvek,

ve kterém se mno¾iny x a z li¹í, neboli max

<

1

(x4 z) = z

0

2 z, QED.

4. Linearita. Pro x 6= y je max

<

1

(x4 y) buï prvkem x, nebo prvkem y, tedy buï x <

1

y

nebo y <

1

x.

Tím je dokázáno, ¾e �

1

je korektnì de�nované dobré uspoøádání V. Abychom prokázali, ¾e

�

1

je dobré úzké uspoøádání, staèí ukázat, ¾e pro libovolná x, y platí:

2

(3)

�

(x) <

�

(y) ! x <

1

y

Pak toti¾ má libovolné x 2 p

n

pøedchùdce pouze v p

n

, tedy jich je koneènì mnoho.

Dùkaz provedeme indukcí podle hladin p

n

. Pro p

0

a p

1

platí tvrzení (3) triviálnì. Pøedpoklá-

dejme tedy, ¾e n > 1 a pro v¹echna x; y 2 p

n�1

tvrzení (3) platí. Chceme ukázat, ¾e potom

pro libovolná x

0

; y

0

2 p

n

platí také.

1. Pokud y

0

2 p

n�1

, potom rovnì¾ x

0

2 p

n�1

, nebo»

�

(x

0

) <

�

(y

0

), a tedy x

0

<

1

y

0

podle

indukèního pøedpokladu.

2. Nech» tedy y

0

2 p

n

� p

n�1

. Potom x

0

2 p

n�1

(nebo»

�

(x

0

) <

�

(y

0

)) a v¹echny prvky

x

0

tudí¾ le¾í v p

n�2

. Alespoò jeden prvek y

1

2 y

0

v¹ak le¾í v p

n�1

� p

n�2

(jinak by

y

0

2 p

n�1

); podle indukèního pøedpokladu je tedy y

1

vìt¹í ne¾ libovolný prvek mno¾iny

x

0

, tak¾e max

<

1

(x

0

4 y

0

) 2 y

0

, neboli x <

1

y, co¾ jsme chtìli dokázat.

Uspoøádání <

1

je tedy dobrým úzkým uspoøádáním univerzální tøídy V.

2

�

(x) je èíslo nejmen¹í hladiny p

n

obsahující x, viz 1.2.
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Poznámka

Obdobnì lze ukázat, ¾e také uspoøádání

x <

11

y

df

� min

<

11

(x4 y) 2 y

x <

12

y

df

� max

<

12

(x4 y) 2 x

x <

13

y

df

� min

<

13

(x4 y) 2 x

jsou dobrými uspoøádáními V, nejsou v¹ak úzká: v uspoøádání <

12

a <

13

pøedchází ka¾dou

mno¾inu libovolná její vlastní nadmno¾ina; v uspoøádání<

11

ka¾dá mno¾ina, která neobsahuje

0, pøedchází libovolnou mno¾inu, která 0 obsahuje (nebo» 0 je v tomto uspoøádání první).

3

Ekvivalentní popis

Uká¾eme je¹tì, ¾e uspoøádání �

1

lze ekvivalentnì de�novat takto:

(�

1

0

) x �

1

0

y

df

� N(x) � N(y); kde N(x)

df

=

X

q2x

2

N(q)

(pøièem¾ prázdný souèet de�nujeme jako 0); de�nice je opìt provedena rekurzí podle hladin

p

n

. Èíslu N(x) budeme øíkat èíslo mno¾iny x. Uká¾eme ve struènosti, ¾e uspoøádání <

1

0

je

toto¾né s uspoøádáním <

1

:

1. Mìjme x 2 p

n+1

� p

n

. Pak jsou podle této de�nice èísla prvkù mno¾iny x (které le¾í

v p

n

) èísly binárních øádù ve (formálním) binárním zápisu èísla N(x), pøièem¾ na N(q)-

tém místì je jednièka, pokud q 2 x, a nula, pokud q =2 x. Z toho rovnì¾ vyplývá, ¾e

x 6= y � N(x) 6= N(y), a de�nice je tudí¾ korektní.

2. Z aritmetiky víme, ¾e pro pøirozená èísla m, n platí m < n, právì kdy¾ na nejvy¹¹ím

binárním øádu, ve kterém se li¹í, je v zápisu èísla n jednièka (a tedy v zápisu èísla m

nula).

3. Mìjme libovolné dvì mno¾iny x 6= y. Nejvy¹¹í binární øád, ve kterém se li¹í èísla

N(x) a N(y), je podle bodu 1 a de�nice (�

1

0

) èíslem nejvìt¹ího q 2 x 4 y;

3

De�nujeme-li

x <

11

0

y

df

�

�

(x) <

�

(y) _ (

�

(x) =

�

(y) & x <

11

y)

(a obdobnì <

12

0

, <

13

0

), jsou i tato uspoøádání úzká, de�nice je v¹ak slo¾itìj¹í (cílem bylo najít co nejjednodu¹¹í

popis). Obecnì dobré úzké uspoøádání R

0

získáme z libovolného uspoøádání R, které je lineární na ka¾dé hladinì

p

n

� p

n�1

tak, ¾e polo¾íme

xR

0

y

df

�

�

(x) <

�

(y) _ (

�

(x) =

�

(y) & xRy)

Výsledné uspoøádání je zøejmì lineární, tedy dobré, a ka¾dá mno¾ina x 2 p

n

má pøedchùdce pouze v p

n

.
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pøitom N(x) < N(y) podle bodu 2 právì tehdy, kdy¾ je na tomto N(q)-tém místì

v zápisu èísla N(y) jednièka, tedy podle bodu 1 právì kdy¾ q 2 y, neboli právì kdy¾

q = max

<

1

0

(x4 y) 2 x.

4. Pro x 6= y tedy platí x <

1

0

y � max

<

1

0

(x4 y) 2 y, co¾ je ale de�nice uspoøádání <

1

.

Poznámka

Indukcí podle hladin p

n

lze triviálnì ukázat, ¾e ka¾dému pøirozenému èíslum odpovídá nìjaká

mno¾ina x, tj. ¾e (8m) (9x) (m = N(x)). Jedná se tedy o bijekci mezi N a V.

Poèáteèní úsek uspoøádání <

1

0

(tedy i uspoøádání <

1

) vypadá takto:

0 < 1 < f1g < 2 < ff1gg < ff1g; 0g < ff1g; 1g < ff1g; 1; 0g < : : :

Indukcí lze ukázat, ¾e z ka¾dé hladiny p

n

� p

n�1

je v tomto uspoøádání nejmen¹í mno¾ina

ff: : : ff

| {z }

(n�1)�

0 gg : : :gg

| {z }

(n�1)�

a nejvìt¹í je v ní celá p

n�1

.

5.2 Uspoøádání �

2

Uspoøádání �

2

je na neformální úrovni velmi názorné, nebo» se odvolává na obvyklý zápis

mno¾iny pomocí slo¾ených závorek. Jeho formalizace je v¹ak ponìkud zdlouhavá.

Ka¾dou koneènou mno¾inu lze zapsat pomocí (formální) posloupnosti znakù f a g, napøíklad

0 jako fg, 2 = f0; 1g jako ffgffggg apod. Seøaïme tyto zápisy nejprve podle délky a potom

lexikogra�cky. Z mo¾ných zápisù té¾e mno¾iny (poøadí prvkù, opakování prvkù) pøitom be-

reme ten maximo-lexikogra�cky nejmen¹í. Tím dostáváme úzké dobré uspoøádání tøídy V,

nebo» jsme ji nejprve rozdìlili na dobøe uspoøádaný systém koneèných mno¾in (podle délky

zápisu), a ka¾dou z nich jsme poté lineárnì uspoøádali (lexikogra�cky).

Vyslovme nyní formální de�nici tohoto uspoøádání. Staèí de�novat, kdy je formální slovo

zápisem dané koneèné mno¾iny, a dokázat, ¾e ka¾dá mno¾ina má formální zápis. Dobré úzké

uspoøádání tøídyV je pak ji¾ indukováno (uvedeným maximo-lexikogra�ckým) dobrým úzkým

uspoøádáním tøídy v¹ech zápisù.

Uva¾ujme formální slova nad abecedou f, g (reprezentovaná napø. funkcemi f : n ! f0; 1g

pro libovolné n 2 N). Délku slova � oznaèujme len(�). De�nujme úroveò vnoøení na pozici

i 2 f0; : : : ; len(�)g ve slovì � rekurzí takto:

� na pozici 0 je úroveò vnoøení 0;

� je-li na pozici 0 � i < len(�) úroveò vnoøení k 2 Z a znak f, je na pozici i + 1 úroveò

vnoøení k + 1;
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� je-li na pozici 0 � i < len(�) úroveò vnoøení k 2 Z a znak g, je na pozici i + 1 úroveò

vnoøení k � 1.

Za pøípustná pova¾ujeme pouze slova, která mají úroveò vnoøení na pozicích 0 < i < len(�)

v¹ude kladnou a na pozici len(�), tj. na konci slova, opìt rovnu nule.

S vyu¾itím regularity de�nujeme (rekurzivním sestupem k prvkùm mno¾iny), kdy je pøípustné

slovo � zápisem mno¾iny x:

� fg je zápisem mno¾iny 0.

� q 2 x � ve slovì � je podslovo, které je zápisem q a zaèíná i konèí na první úrovni

vnoøení závorek.

Maximo-lexikogra�cké uspoøádání slov nad abecedou f, g (které oznaèíme �

m

) je úzké dobré

uspoøádání.

4

Proto mù¾eme vyslovit následující de�nici:

Slovo � nazveme kanonickým zápisem mno¾iny x, je-li nejmen¹ím ze tøídy v¹ech zápisù mno-

¾iny x v uspoøádání �

m

. Kanonický zápis mno¾iny x budeme znaèit x.

Je tøeba ukázat, ¾e ka¾dá mno¾ina má kanonický zápis. Dùkaz provedeme "-indukcí. Mìjme

mno¾inu x = fx

1

; : : : ; x

n

g. Podle indukèního pøedpokladu mají mno¾iny x

1

; : : : ; x

n

kanonické

zápisy x

1

; : : : ; x

n

. Je zøejmé, ¾e slovo fx

1

x

2

: : : x

n

g je zápisem mno¾iny x.

5

Tøída v¹ech zápisù

mno¾iny x je tedy neprázdná, tak¾e existuje její první prvek v úzkém dobrém uspoøádání �

m

,

neboli kanonický zápis mno¾iny x, co¾ bylo dokázati.

Podle úvahy provedené na zaèátku tohoto oddílu je tím ji¾ prokázáno, ¾e de�nice

(�

2

) x �

2

y

df

� x �

m

y

je korektní de�nicí dobrého úzkého uspoøádání tøídy V.

Poznámka

Poèáteèní úsek tohoto uspoøádání vypadá takto:

fg = 0 < ffgg = 1 < fffggg = f1g < ffffgggg = ff1gg < fffggfgg = 2 < : : :

pokud abecedu uspoøádáme f < g, resp.

fg = 0 < ffgg = 1 < fffggg = f1g < ffgffggg = 2 < ffffgggg = ff1gg < : : :

pøi uspoøádání g < f.

4

®e je �

m

dobré, vyplývá z úvahy uvedené v prvním odstavci tohoto oddílu. Úzké je proto, ¾e v¹ichni

pøedchùdci slova � mají délku nejvý¹e len(�) a slov omezené délky je jen koneènì mnoho. V uspoøádání �

m

má tedy nejmen¹í prvek nejen ka¾dá neprázdná mno¾ina, ale i tøída.

5

Zøetìzení koneèné mno¾iny slov de�nujeme tak, jak je v teorii formálních jazykù obvyklé (lze provést

i v ZF

Fin

).
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