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Abstrakt

Gödelova logika je jednou ze základních fuzzy logik a zároveň je zesílením intuicionis​tické logiky (známým též jako Dummettova logika s konstantními doménami). Nad touto logi​kou je možno vybudovat axiomatickou teorii množin podobně jako nad klasickou logikou. V práci jsou uvedeny fuzzy i kripkovské motivace základních množinových pojmů a zdů​vodnění potřebných axiomů. Podrobně jsou prozkoumány vlastnosti rovnosti, inkluze a množinových operací. Na jejich základě jsou navrženy modely některých matematických objektů (uspořádané dvojice, při​rozená čísla, ordinály, kardinality) a je diskutována intui​tivní adekvátnost teorie množin nad Gödelovou logikou jako axiomatické teorie fuzzy množin.
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1 Úvod

Tato práce je pokusem vybudovat základní pojmy teorie množin v Gödelově logice (dále G).
 Na Gödelovu logiku je zde přitom nahlíženo ze dvou hledisek: na jedné straně jako na fuzzy logiku, která je zesílením logiky BL,
 tj. vícehodnotovou logiku s prav​di​vostními hodnotami v intervalu [0, 1]; na druhé straně je G pojímána jako zesílení in​tui​cionistické logiky IL, tedy logika s kripkovskou sémantikou. Pojmy teorie množin jsou budovány s ohledem na obě tyto sémantiky.
1.1 Motivace

Primární motivací tohoto projektu je budování fuzzy teorie množin, tj. teorie množin nad G jakožto jednou z fuzzy logik. Fuzzy logika v podobě shrnuté v knize [Hájek98] (tj. logika BL a různá její zesílení) dává formálně-logický podklad, na němž je možno budovat axio​matickou teorii množin podobným způsobem jako nad klasickou logikou.

Z fuzzy logik rozšiřujících BL má G několik vlastností, které ji činí vhodnou pro pokusy vybudovat smysluplnou axiomatickou fuzzy teorii množin:

· idempotentní konjunkce a věta o dedukci ji činí ve významném směru blízkou kla​sické logice a klasickým způsobům dokazování;

· má velmi jednoduchou sémantiku, vůči níž je úplná, takže budované pojmy jsou v této sémantice velice názorné;

· je kostrou systému Takeuti-Titani [TT92], v němž byla vybudována jedna z při​ja​telných fuzzy teorií množin, jejíž výsledky lze částečně využít;

· je zároveň zesílením intuicionistické logiky, v níž – jak historie prokázala – lze úspěšně budovat smysluplnou matematiku včetně teorie množin; zesílení IL na G má přitom dobrý sémantický smysl, takže výsledkům teorie lze dát rozumnou in​terpretaci (oddíl 2.4);
Z těchto důvodů se G zdá jako vhodná podkladová logika pro zkoumání možností budo​vání axiomatické fuzzy teorie množin.

Zkoumání teorie množin v jakékoli neklasické logice může přinést nové pohledy na klasic​kou teorii množin. Vedlejším důvodem pro zkoumání teorie množin v G je proto i hledání nových souvislostí klasických pojmů prostřednictvím vlastností jejich analogií v G.

1.2 Návaznost

V důsledku příbuznosti Gödelovy logiky s dalšími systémy nestojí snaha prozkoumat mož​nosti budování teorie množin nad G osamoceně. Do značné míry lze využít výsledků prací zabývajících se teorií množin v různých fuzzy logikách,
 v intuicionistické logice, případně (vzhledem ke kripkovské sémantice G) v modální logice.

Protože G je zesílením IL, lze přímo použít některé
 výsledky prací z oblasti intuicionis​tické teorie množin:

· Kniha [Fitting69] zkoumá jistou reformulaci systému ZF v IL (klasická znění axiomů a definic, v nichž jsou ( nahrazeny (((); metodou forcingu pak ukazuje nezávislost některých tvrzení.

· Článek [Powell75] konstruuje interpretaci
 klasické ZF v určité reformulaci ZF v IL. Pro konstrukci této interpretace nejprve vyslovuje definice a základní vlastnosti po​třebných množinově-teoretických pojmů (ordinální čísla, stabilní množiny aj.). Tyto pojmy přitom mají dobrý smysl i v G.

· Článek [Grayson79] zkoumá zejména vlastnosti ordinálů v teorii ZF nad IL. V hey​tingovském modelu této teorie pak ukazuje protipříklady některých klasicky platných tvrzení o ordinálech.

· Článek [TT84] zkoumá variantu axiomatiky ZF v zesílení IL blízkém G. Rozpracová​vá zejména vlastnosti reálných čísel vybudovaných v této teorii a vzájemné interpre​tace této teorie se ZF.
· Mezi systémy překračující již rámec IL a zabývající se fuzzy teorií množin (nicméně navazující na [TT84] a [Powell75]) patří systém Takeuti-Titani budovaný v [TT92]. Tento systém pracuje ve fuzzy logice, která je rozšířením G (zejména o spojky vyja​dřující aritmetické operace s pravdivostními hodnotami). V tomto systému je budována axiomatická teorie množin typu ZF; těžiště práce je ve zkoumání vnitřního modelu kla​sické ZF a v něm vybudovaného [0, 1]‑hodnotového univerza.

Zmiňované práce mají vesměs speciálnější cíle než samo budování základních pojmů teo​rie množin – věnují se hlavně zkoumání speciálních modelů těchto teorií či vnitřních modelů klasické teorie. Přesto axiomatiky a definice základních množinových pojmů, které ke svým účelům potřebují, jsou obvykle z části nebo úplně využitelné při budování teorie množin v G. Rovněž důkazy o podobně definovaných pojmech lze obvykle snadno převést do G.

Protože G je zároveň zesílením logiky BL, lze podstatným způsobem využít i výsledků zkoumání základů teorie množin v BL provedených v posledních letech P. Hájkem a Z. Hanikovou ([Hájek00b], [HH01], [Hájek00c], [Hájek00d]). Specifické rysy G mezi fuzzy logikami nicméně výrazně omezují možnost využití výsledků prací o fuzzy teorii množin na podkladě takových fuzzy logik, které nejsou zesílením nebo zeslabením G.

Vedle toho je třeba přihlédnout k obecnějším pracím z oboru fuzzy logiky (např. [Há​jek99]) a fuzzy teorie množin (např. [Lin96]). Pro motivaci množinově-teoretických pojmů hrají určitou roli i praktické aplikace fuzzy množin (pojmy v nich používané shrnuje např. kniha [Novák86]).

1.3 Cíle a metody

Přestože v pracích [Powell75], [TT84], [TT92], [Grayson79] a [Fitting69] je možno najít některé pokročilé partie teorie množin použitelné i pro G, chybí v nich obvykle podrob​nější zdůvodnění přijatých definic a axiomů. Bezduché přejímání takových pojmů by mohlo opominout některé možnosti, které se v G při budování teorie množin mohou na​skytnout.
 Stejně tak pouhé přepisování klasických definic nemusí dobře vystihnout ani podstatu příslušného pojmu, ani využít všechny možnosti, které G nabízí (viz dále oddíl 1.3.2): to se ukazuje již u tak základních pojmů jako je rovnost a různost (oddíl 4.3).

Pro získání adekvátní představy o (axiomaticky popsaném) množinovém univerzu nad G je tudíž nezbytné prozkoumat širší spektrum i zcela elementárních pojmů; právě takovým průzkumem možností a shrnutím jeho výsledků se snaží být tato práce. Jejím cílem je proto především prostudování vlastností nejzákladnějších pojmů (jako jsou inkluze, rovnost či množinové operace) a jejich významu v obou uvažovaných sémantikách, dále zavedení vhodných množinových modelů pro jednoduché matematické objekty (relace, přirozená čísla apod.), uvedení některých jejich vlastností a podání několika jednoduchých příkladů a protipříkladů. Konečně je součástí práce také diskuse, nakolik takto budovaná teorie vy​stihuje některé intuice o fuzzy množinách a jaké se nabízejí přirozené možnosti dalšího rozvíjení takové teorie.

1.3.1 Výběr axiomů

Cílem této práce není zkoumat důsledky či speciální modely nějakého předem daného (na​hodile zvoleného) axiomatického systému teorie množin, nýbrž spíše prozkoumat některé možnosti budování teorie množin nad G. Z tohoto důvodu není vhodné se hned od počátku omezit na jednu konkrétní sadu axiomů; budeme proto nejprve zkoumat důsledky co nej​slabších intuitivně přijatelných axiomů o množinách, jako jsou např. extenzionalita či existence prázdné množiny.
 Získané výsledky pak platí v jakékoli teorii nad G, kde jsou tyto slabé axiomy odvoditelné, popř. v takovém fragmentu univerza, kde jsou tyto axiomy splněny (bez ohledu na to, která axiomatika se v budoucnu ukáže být „tou pravou“ teorií množin nad G).

Bude-li z kontextu zřejmé, které axiomy právě uvažujeme (či bude-li konkrétní volba sady axiomů nepodstatná), budeme pro stručnost vyjadřování každou z uvažovaných axiomatik teorie množin v G označovat GST.

Relativní bezespornost zkoumaných sad axiomů vůči klasické teorii množin je vesměs zřejmá z toho, že se axiomy svým zněním shodují s tvrzeními odvoditelnými v ZF (a G je slabší než klasická logika). Netriviálnost (tj. neodvoditelnost zákona vyloučení třetího, což by teorii redukovalo na klasický případ) většiny uvažovaných sad axiomů vyplývá z toho, že platí v [0, 1]‑hodno​tovém modelu sestrojeném v [TT92, 2.4]. Z těchto důvodů není třeba pro uvažované sady axiomů jednotlivě konstruovat jejich modely.

1.3.2 Definované pojmy

Budujeme-li analogii nějaké klasické teorie v logice, která je slabší než klasická, dosta​neme o týchž primitivních pojmech ze stejných axiomů méně
 teorémů. Budování nekla​sické teorie tímto způsobem by se omezovalo na určení, které teorémy klasické teorie zů​stávají větami teorie ve slabší logice (a případnou úpravu jejich klasických důkazů tak, aby zůstaly korektní i ve slabší logice). Při zavádění definovaných pojmů má však slabší logika za následek i to, že definice, které jsou v klasické teorii ekvivalentní, již nemusejí ve slabší teorii ekvivalentními být (jejich ekvivalence nemusí být ve slabší teorii dokazatelná). Uva​žujeme-li tedy i nově definované predikáty, nepřináší slabší logika jen méně teorémů, ný​brž také více pojmů a další netriviální věty o jejich vztazích (které jsou v klasickém pří​padě triviálními ekvivalencemi).

Proto zavádíme-li v teorii nad slabší logikou nový pojem analogický některému pojmu kla​sickému, není vhodné pouze mechanicky přepsat klasickou definici, neboť některá z je​jích klasicky ekvivalentních formulací je může vystihovat lépe. Může přitom nastat několik případů:

a) V budované teorii má dobrý smysl více z klasicky ekvivalentních variant pojmu. V ta​kovém případě je mj. nutno řešit terminologický problém vhodného pojmeno​vání příslušných pojmů. V GST se lze často přebrat intuicionistickou či fuzzy ter​minologii, v některých případech však budeme nuceni sáhnout po vlastním provi​zorním pojmenování nových pojmů.

b) Někdy naopak žádná z klasických variant nemá dostatečně silné vlastnosti, aby mohla být přímočarým ekvivalentem klasického pojmu – každá z definičních vari​ant ve slabší logice ztrácí některou z podstatných vlastností klasického pojmu a při​dání axiomu zaručujícího všechny klasické definiční vlastnosti pojmu by vedlo ke sporu či trivializaci teorie na klasickou (srv. 6.2.2 a [Grayson79, 1.2]). V takovém pří​padě je třeba rozhodnout, které z vlastností klasického pojmu jsou nejpodstat​nější, a to zejména podle jejich role v klasické teorii.

c) Odlišná sémantika může vést i k pojmům, které se v klasické teorii běžně nedefi​nují – v GST např. pojem nosiče množiny (odd. 5.1.5), který je klasicky totožný s pojmem množiny samotné. Kritériem pro zavedení takových definic je především jejich užitečnost v rámci teorie, sémantická přirozenost či význam pro inženýrské aplikace.

Z těchto důvodů by se výstavba GST neměla redukovat na pouhé mechanické kopírování klasické (či intuicionistické) teorie množin. 

Vedle výběru z klasických variant definice je jednou z vhodných metod zavedení nové​ho pojmu definice abstrakcí.
 Při ní postulujeme existenci abstraktních objektů pod nový po​jem spadajících, které jsou oborem nového druhu proměnných. Provázání s ostatní​mi pojmy teorie zajišťuje axiom,
 vyjadřující konstitutivní vlastnosti nového pojmu; tento axiom ob​vykle určuje, kdy je různým původním objektům přiřazen tentýž abstraktní ob​jekt.
 Tím vzniká obohacená teorie, která plně dostačuje záměru nový pojem modelovat.

Definice abstrakcí dobře vystihují příslušný pojem a jsou odolné vůči zeslabování teorií,
 což při budování GST právě potřebujeme. Jejich nedostatkem však je, že postulují nový druh objektů (v teorii množin chceme, aby pokud možno všechny objekty byly množiny). Proto je vhodné následně najít (či axiomem zajistit) vhodné poduniverzum původních objektů (v GST: množin), které by mohlo být oborem proměnných nového druhu.

Definici abstrakcí využijeme při zavedení nosiče množiny, uspořádané dvojice a kardinál​ních čísel.

2 Syntax a sémantika G

2.1 Axiomatika G

Gödelovou logikou G v celé této práci rozumíme její predikátový počet 1. řádu, a to např. v následující podobě hilbertovského kalkulu v jazyce (, (, 0, (, ( s axiomy:

(BL1)
(( ( () ( ((( ( () ( (( ( ())

(BL2)
(( ( () ( (
(BL3)
(( ( () ( (( ( ()

(BL4)
(( ( (( ( ()) ( (( ( (( ( ())

(BL5)
(((( ( () ( () ( (( ( (( ( ())) ( ((( ( (( ( ()) ( ((( ( () ( ())

(BL6)
((( ( () ( () ( (((( ( () ( () ( ()

(BL7)
0 ( (,

(BLG)
( ( (( ( ()

(BL(1)
((x)(((x)) ( ((t), t substituovatelný za x ve (
(BL(1)
((t) ( ((x)(((x)), t substituovatelný za x ve (
(BL(2)
((x)(( ( ((x)) ( (( ( ((x)(((x))), x není volná v (
(BL(2)
((x)(((x) ( () ( (((x)(((x)) ( (), x není volná v (
(BL(3)
((x)(( ( ((x)) ( (( ( ((x)(((x))), x není volná v (,

definicemi spojek:

(BL()
( ( (  (df  ((( ( () ( () ( ((( ( () ( ()

(BL()
((  (df  ( ( 0
(BL()
( ( (  (df  (( ( () ( (( ( ()

a odvozovacími pravidly modus ponens a generalizace. Protože tyto axiomy bez (BLG) jsou zároveň axiomatizací BL, je G = BL + (BLG).

Tato axiomatika je ekvivalentní
 následující axiomatice v jazyce (, (, (, (, (, (:

(IL1)
(( ( () ( ((( ( () ( (( ( ())

(IL2)
( ( (( ( ()

(IL3)
( ( (( ( ()

(IL4)
(( ( () ( ((( ( () ( ((( ( () ( ())

(IL5)
(( ( () ( (
(IL6)
(( ( () ( (
(IL7)
(( ( () ( ((( ( () ( (( ( (( ( ()))

(IL8)
(( ( (( ( ()) ( ((( ( () ( ()

(IL9)
((( ( () ( () ( (( ( (( ( ())

(IL10)
(( ( (() ( (
(IL11)
(( ( (( ( (()) ( ((
(ILG)
(( ( () ( (( ( (),

spolu s axiomy (BL(1), (BL(1), (BL(2), (BL(2), (BL(3) a definicemi 0  (df ( ( (( a (BL(). Protože tyto axiomy vyjma (ILG) a (BL(3) jsou zároveň axiomatizací IL, je G = IL + (ILG) + (BL(3). Jako zesílení IL je G známa též pod názvem Dummettova (predikátová) logika LC s konstantními doménami.

V dalším budou průběžně používány logické teorémy G uvedené v [Hájek98] či [HG97]. Vzhledem k úplnosti logiky vůči fuzzy sémantice (viz oddíl 2.2.1) se lze o dokazatelnosti dalších teorémů výrokové G (tj. formulí odvoditelných z (BL1)–(BLG) resp. (IL1)–(ILG)) snadno přesvědčit jednoduchým sémantickým výpočtem, ověřujícím jejich platnost; i tako​vé věty budou dále běžně použity bez uvedení přímého důkazu v G.

V G také platí věta o dedukci: Je-li T teorie v G a (, ( sentence, pak T ( {(} ( (  iff  T ( ( ( (. [Hájek98, Th. 5.3.3]

Zápisem (1 ( (2 ( … ( (n budeme rozumět dokazatelnost ekvivalencí (1 ( (2, (2 ( (3, …, (n–1 ( (n v kontextem dané teorii nad G (podobně pro ( a kombinace (, ().

2.2 Fuzzy sémantika G

2.2.1 Definice fuzzy sémantiky G

Fuzzy sémantikou G budeme rozumět standardní fuzzy sémantiku predikátového počtu G, tj. význam spojek odvozený od Gödelovy t-normy na intervalu [0, 1].
 Omezíme se na nejvýše spočetné jazyky.

Definice.  Zopakujme pro přehlednost podle [Hájek98] či [HG97], že M = (M, {(Ri)M}i ( I, {(cj)M}j ( J( je ([0, 1]‑)strukturou pro jazyk sestávající ze souboru relačních symbolů {Ri}i ( I (s četnostmi ar(Ri)) a souboru konstant {cj}j ( J, jestliže M je neprázdná množina, pro každé i ( I je (Ri)M totální funkce Mar(Ri) ( [0, 1] a pro každé j ( J je (cj)M ( M. Ohodnocením pro​měnných v M je jakékoli zobrazení e přiřazující každé proměnné x prvek e(x) ( M. Hodno​ta termu (t(M, e je pak definována jako (x(M, e = e(x), (cj(M, e = (cj)M a pravdivostní hod​noty formulí indukcí takto:

(Ri(t1, …, tar(Ri))(M, e = (Ri)M ((t1(M, e, …, (tar(Ri)(M, e)

(( ( ((M, e = min ((((M, e, (((M, e)

(( ( ((M, e = max ((((M, e, (((M, e)

(( ( ((M, e
= 1 pro (((M, e ( (((M, e

= (((M, e jinak

((((M, e
= 1 pro (((M, e = 0


= 0 jinak

(0(M, e = 0

(((x)((M, e = inf {(((M, e( : e( =x e}

(((x)((M, e = sup {(((M, e( : e( =x e},

kde e( =x e iff e((y) =x e(y) pro všechny proměnné y různé od x. Formule platí (je pravdivá) v M, když (((M, e = 1 pro každé ohodnocení e v M (zapisujeme M ( (). Formuli nazý​váme tautologií, je-li (((M, e = 1 pro všechna M, e. Struktura M je modelem teorie T, platí‑li v M každá formule z T.

Indexy M a e budeme nadále ve zřejmých případech vynechávat. Při fixovaném modelu M a ohodnocení e takovém, že pro i = 1, …, n je e(xi) = ai, budeme místo (((x1, …, xn)(M, e mluvit stručně o hodnotě ((a1, …, an). (
Logika G je vůči této sémantice korektní a silně úplná (tj. T ( ( iff ( platí v každém mo​delu T  [Hájek98, Th.5.3.3]).

V rámci zkoumání teorie množin v blízce příbuzných systémech lze uvažovat rovněž rozší​ření G o Baazův operátor ( se sémantikou (((( = 1 pro ((( = 1, jinak (((( = 0 (po​drobně viz [Hájek98, 2.4]).

2.2.2 Nevyjádřitelnost pravdivostních hodnot v G

Značení:  Je-li M = (M, {(Ri)M}i(I, C( struktura a f: [0, 1] ( [0, 1] zobrazení, budeme strukturu (M, {(Ri)M ( f}i ( I, C( označovat M ( f. (Fuzzy relace (Ri)M jsou funkce do [0, 1], takže složené zobrazení (Ri)M ( f je rovněž funkcí Mar(Ri) ( [0, 1], a M ( f je tedy struktu​rou pro týž jazyk.)

Lemma 1:  Nechť a ( (0, 1], f: [0, 1] ( [0, 1] spojitá funkce rostoucí na [0, a], f(0) = 0, f(x) = 1 pro x ( [a, 1], M struktura pro jazyk L, ( formule v L a e ohodnocení v M, pak (((M ( f, e = f((((M, e).

Důkaz:  Zřejmě (t(M ( f, e = (t(M, e pro libovolný term t. Důkaz provedeme indukcí podle stavby (. Pro ( atomickou plyne (((M ( f, e = f((((M, e) přímo z definice splňování. In​duk​ční krok pro 0 vyplývá z podmínky f(0) = 0, krok pro (, ( z toho, že f jakožto neklesa​jící funkce zachovává minimum a maximum, a krok pro (, ( z toho, že f jakožto spojitá nekle​sající funkce zachovává suprema a infima. Indukční krok pro implikaci dokážeme rozbo​rem několika případů: 

a) (((M, e ( (((M, e: pak dle indukčního předpokladu a z monotonie f dostaneme (((M ( f, e = f((((M, e) ( f((((M, e) = (((M ( f, e, tedy (( ( ((M ( f, e = 1 = f(1) = f((( ( ((M, e).
b) (((M, e > (((M, e ( a: pak (((M ( f, e = f((((M, e) ( f(a) = 1 a stejně (((M ( f, e = 1, tedy (( ( ((M ( f, e = 1 = f((((M, e) = f((( ( ((M, e).
c) (((M, e ( a > (((M, e: pak (((M ( f, e = 1, (((M ( f, e < 1, tedy (( ( ((M ( f, e = (((M ( f, e = f((((M, e) = f((( ( ((M, e).
d) a >(((M, e > (((M, e: pak z ostré monotonie f na [0, a) máme (((M ( f, e = f((((M, e) > f((((M, e) = (((M ( f, e, tedy (( ( ((M ( f, e = (((M ( f, e = f((((M, e) = f((( ( ((M, e).
Konečně indukční krok pro negaci vyplývá z kroků pro 0 a implikaci. QED

Tvrzení 1:  Nechť f je funkce splňující podmínky lemmatu 1. Je-li M model T, pak M ( f je rovněž model T. (Je-li a = 1, platí dokonce ekvivalence.)

Důkaz:  Tvrzení vyplývá přímo z lemmatu 1; obrácená implikace pro a = 1 vyplývá z to​ho, že f –1 pro a = 1 rovněž splňuje podmínky lemmatu 1. QED

V důsledku tvrzení 1 nelze žádnou teorií T v G pro žádnou sentenci ( a pravdivostní hod​notu p ( (0, 1) vynutit, aby ((( = p ve všech modelech T: je-li M model T a (((M = p, lze vhodnou volbou f sestrojit model M ( f teorie T, v němž ( má libovolnou jinou pravdi​vostní hodnotu q ( (0, 1] (stačí volit f tak, aby f(p) = q). Z téhož důvodu nelze teorií v G vyjádřit ani podmínky ((( > p či ((( < p, ((( – ((( ( p, ((( ( k ( ((( apod.

Prostředky G proto nelze na pravdivostních hodnotách definovat žádnou poměrovou či rozdílovou škálu; definice spojek a kvantifikátorů určují pouze vzájemné uspořádání a hro​madné body pravdivostních hodnot formulí. Od teorie množin v G tedy nelze očeká​vat, že v ní bude vyjádřitelný např. rozdíl charakteristických funkcí. Tím jsou do značné míry ovlivněny vlastnosti pojmů v teorii množin nad G (viz dále oddíl 7.1.1).

Z tvrzení 1 rovněž vyplývá nedefinovatelnost operátoru ( u netriviálních teorií (tj. nedo​kazujících vyloučení třetího), neboť každý model M teorie T takový, že (((M ( (0, 1) (tj. ((((M = 0), lze vhodnou volbou f (takovou, že a < (((M) upravit na model M ( f teorie T, v němž (((M ( f = 1 (tj. ((((M ( f = 1).

2.2.3 Charakteristické funkce

Zavedeme ještě několik pojmů týkajících se splňování ve fuzzy modelech, které budeme potřebovat v následujících kapitolách.

Stejně jako realizacemi predikátů v modelu M jsou funkce RM: Mar(Ri) ( [0, 1], definuje i každá formule ((x1, …, xn) svou charakteristickou funkci:
Definice 1:  Charakteristickou funkcí formule ((x1, …, xn) v modelu M rozumíme funkci ((: Mn ( [0, 1] takovou, že (((a1, …, an) =df (((a1, …, an)(M. (
V teorii množin budeme často uvažovat náležení do nějaké množiny A; místo (x ( A pak budeme stručně psát (A a mluvit o charakteristické funkci množiny A. V případech, kdy nebude moci dojít k omylu, budeme příležitostně místo (A(x) psát přímo A(x).

Definice 2:  Buď f: Mn ( [0, 1]. Množinu těch n-tic (a1, …, an( ( Mn, pro něž má f(a1, …, an) hodnotu ( resp. alespoň ( resp. více než ( nazveme (-hladinou resp. (-řezem resp. (+-řezem funkce f. 1‑řez a 0+-řez nazýváme po řadě jádrem a nosičem f a zapisujeme Ker(f) a Supp(f).

Je-li f charakteristickou funkcí vlastnosti ((x1, …, xn) resp. množiny A, mluvíme o (‑hla​dině, (-řezu, (+-řezu, jádru a nosiči ( resp. A a poslední dva zapisujeme stručněji Ker((), Supp(() resp. Ker(A), Supp(A). (
Pozorování 1:  Pro všechny f: Mn ( [0, 1] zřejmě platí, že pojmy 1‑řez a 1‑hladina splý​vají, 1+‑řez je prázdný a 0-řez je Mn, a (‑hladina je množinovým rozdílem (-řezu a (+‑řezu. Pro ( < ( jsou jádro, (-řez, (+-řez, (‑řez a nosič uspořádány po řadě inkluzí a jednotlivé (‑hladiny jsou (pro různá () disjunktní.

Pozorování 2: Zřejmě též platí, že jádrem tautologie ((x1, …, xn) je v každém modelu množina všech n-tic modelu a nosičem kontradikce prázdná množina. Je-li ( uzavřená, jsou všechny řezy i hladiny rovny buď prázdné množině nebo univerzu modelu a ((( je nejmenší (, pro které je (-řez roven nosiči modelu. V modelu platí ( ( ( (resp. ( ( (), právě když každý (-řez ( je částí (resp. roven) (-řezu (; (-řez ( ( ( resp. ( ( ( je prů​nikem resp. sjednocením (-řezů ( a (; 0‑hladina ( je jádrem i nosičem vlastnosti ((.

Pozorování 3:  Supp(()  = Supp(((() = Ker(((().

Důkaz:  Plyne ihned z faktu, že dle definice splňování je ((( > 0 iff ((((( > 0 iff ((((( = 1. QED

2.3 Kripkovská sémantika G

Při budování GST budeme vedle fuzzy sémantiky přihlížet i ke kripkovské sémantice lo​giky G jakožto zesílení IL (viz oddíl 2.1). Zopakujme pro přehlednost definici a základní vlastnosti kripkovské sémantiky intuicionistické logiky:

Definice. Kripkovským rámcem IL pro jazyk L rozumíme trojici (W, R, U(, kde W je mno​žina možných světů, R reflexivní a tranzitivní binární relace dosažitelnosti na W, a U funk​ce přiřazující prvkům w ( W množiny U(w) (univerza) tak, že pro wRw( je U(w) ( U(w(). Modelem na tomto rámci rozumíme přiřazení relací T(P, w) ( (U(w))ar(P) predi​kátům P ( L četnosti ar(P) a možným světům w ( W tak, že pro wRw( je T(P, w) ( T(P, w(). Pro w ( W buď L(w) rozšíření jazyka L o konstanty pojmenovávající prvky U(w); v důsledku podmínky na univerza je pro wRw( vždy L(w) ( L(w(). Splňování w ( ( pro ( sentenci ja​zyka L(w) a w ( W je potom definováno indukcí dle stavby ( tak, že

w ( P(a1, …, an)  (df  (a1, …, an( ( T(P, w),
w ( ((, právě když pro žádné w( takové, že wRw(, není w( ( (,
w ( (  ( (  (df  w ( (  a  w ( (,
w ( (  ( (  (df  w ( (  nebo  w ( (,
w ( ( ( (  (df  pro každé w( takové, že wRw(, pokud w( ( (, pak w( ( (,
w ( ((x)((x)  (df  existuje a ( U(w), že w ( ((a),
w ( ((x)((x)  (df  pro každé w( takové, že wRw(, a každé a ( U(w() je w( ( ((a).
V důsledku těchto definic platí, že w ( (  a  wRw( implikuje w( ( (  (persistence). Plat​nost (pravdivost) formule v modelu je pak definována jako splněnost jejího uzávěru v kaž​dém w ( W, logická platnost jako platnost ve všech modelech. (
IL je vůči této sémantice korektní a úplná. Bez újmy na úplnosti lze relaci dosažitelnosti různými způsoby omezit – např. na uspořádání, která jsou orientovanými stromy (v důsled​ku persistence je potom platnost formule ekvivalentní jejímu splnění v kořeni stromu). Dodatečné axiomy G v této sémantice odpovídají omezení kripkovských rámců na lineární uspořádání (Dummettův axiom prelinearity (ILG)) a konstantnosti univerz možných světů (axiom (BL(3). Místo funkce U proto v sémantice G budeme uvažovat pouze množinu M jakožto univerzum diskurzu a R jako lineární uspořádání.

2.4 Přirozený výklad sémantiky G

Přirozeným výkladem sémantiky nějakého jazyka budeme rozumět takovou její interpre​taci, při níž matematické objekty přiřazené jako významy výrazů chápeme jako (idealizo​vané či abstraktní) objekty skutečného světa. Taková neformální interpretace pochopitelně není předmětem matematického zkoumání, může však hrát významnou roli při motivaci pojmů, posuzování adekvátnosti předpokladů a při aplikaci výsledků budované teorie.

2.4.1 Přirozený výklad fuzzy sémantiky G

Obvyklým výkladem fuzzy sémantiky je interpretace pravdivostních hodnot jako stupňů pravdivosti tvrzení o neostře vymezených pojmech – zejména stupňů připsání neostré vlastnosti individuím. Tuto neostrost je třeba odlišovat od pravděpodobnosti, možnosti a jiných modalit, které se řídí jinými zákonitostmi – především nejsou extenzionální (truth-functional).

Fuzzy logika G, jejíž spojky jsou definovány pouze na základě uspořádání pravdivostních hodnot, vystihuje zejména situaci, v níž na množině pravdivostních hodnot nelze zavést žádnou poměrovou či rozdílovou škálu a jednotlivé stupně lze rozlišovat pouze ve smyslu „více pravdivé – méně pravdivé“ (podrobněji viz oddíly 2.2.2 a 7.1.1). Interval [0, 1] lze tedy v G chápat pouze jako matematicky výhodný model, do nějž je uspořádání pravdi​vostních stupňů vnořeno.

Protože konjunkce je v G definována jako minimum, lze její přirozený význam chápat jako současné konstatování výroků, které mezi sebou nemají žádnou vazbu a každý z nich pouze omezuje pravdivost konjunkce svou vlastní pravdivostní hodnotou. (Zejména u vý​roku A ( A nelze jednotlivé složky chápat jako nezávislé evidence pro A, které při sou​čas​ném tvrzení zesilují aserci A.) Toto pojetí však nemusí vždy odpovídat běžnému jazyko​vému chápání spojky a pro neostré pojmy.

2.4.2 Přirozený výklad kripkovské sémantiky G

Kripkovská sémantika intuicionistické logiky bývá běžně interpretována tak,
 že světy kripkovského rámce reprezentují informační (epistemické) stavy usuzujícího agenta.
 Re​lace dosažitelnosti přitom určuje časovou následnost těchto stavů a větvení jejího stromu odpovídá různým možným průběhům do budoucnosti. Formule splněné v daném uzlu rámce pak představují tvrzení, která agent „správně ví“. Persistence v této interpretaci od​povídá tomu, že jednou správně získané poznatky agent nezapomíná (a správně získané poznatky se již nemění).

Omezení sémantiky axiomy (ILG) a (BL(3) na lineární rámec a konstantní univerzum  (2.3) odpovídá v této interpretaci tomu, že univerzum diskurzu má agent pevně dáno a uvažujeme pouze jediný („skutečný“) průběh budoucího získávání poznatků. Prvky krip​kovského rámce pak odpovídají časovým okamžikům, ve kterých agent získává nové in​formace. Relace dosažitelnosti odpovídá časové následnosti a množiny formulí splněných v jednotlivých okamžicích popisují stav znalostí o univerzu v těchto časových okamžicích.

Formule platné v daném modelu jsou ty, které může agent „správně tvrdit“ od počátku. Pojmem analogickým pravdivostnímu stupni je zde okamžik, od něhož dále agent dané tvrzení „správně ví“ (přičemž „čas“ plyne „od stupně 1 ke stupni 0“).
 

Definice spojek v této interpretaci mají intuitivní význam: negace ( znamená, že usuzující agent nikdy nezjistí, že by platilo (.
 Výrokové spojky (, (, (, ( a kvantifikátory (, ( určují okamžik, od něhož dále může agent správně tvrdit složený výrok.
, 

2.4.3 Prezentace úvah v G

Expozice teorie budované v jiné logice než klasické s sebou přináší otázku vhodného slov​ního vyjadřování neklasických úsudků. Vícehodnotová sémantika G připouští i jiné prav​divostní hodnoty než 0 a 1. „Částečnou pravdivost“ sice přirozený jazyk umí vyjadřovat (např. slovy „víceméně“, „spíše“ atp.), činí tak ovšem vágně, a tudíž nevhodně pro mate​matické účely. Při budování teorie v G však především odvozujeme tvrzení dokazatelná v dané teorii, tedy zcela pravdivá v každém jejím modelu. Veškerá tvrzení, která budeme uvádět, budou tedy rozuměna jako dokazatelná GST.

Protože však i dokazatelné formule vyjadřují vztahy pravdivostních hodnot svých podfor​mulí
 a hovoří o (obecně) neostrých predikátech, mají v nich spojky a kvantifikátory vý​znam neklasický (daný sémantikou popsanou výše). Na metamatematické úrovni však po​pisujeme odvoditelnost v teoriích a splňování v modelech, které chápeme klasicky; kvanti​fikátory a spojky použité při jejich popisu tudíž mají význam klasický.

Výrokové spojky a kvantifikátory budou tedy na metamatematické úrovni (hovoříme-li o prvcích modelu či dokazatelnosti formulí) míněny klasicky, kdežto v definicích a tvrze​ních teorie mají význam spojek G (u ostrých pojmů se tento rozdíl stírá). Znaky (, (, (, (, (, (, ( vyhrazujeme pro použití v G, kdežto na metamatematické úrovni budou vždycky rozepsány; rovnost a jiné matematické symboly však zapisujeme na obou úrov​ních stejně a rozlišujeme jejich význam pouze kontextem.

Z fuzzy-sémantických důvodů budeme někdy negaci (( slovně vyjadřovat „vůbec (ne​platí) (“ a dvojitou negaci ((( jako „alespoň trochu (“. Podobně pravdivost implikace ( ( ( lze vyjadřovat „( alespoň nakolik (“ a pravdivost ( ( ( jako „( právě tolik, co (“. V logice G( pak (( lze číst „zcela (“ (v G tímto výrazem rozumíme pravdivost v mo​delu). Podobně by bylo možno vyjadřovat spojky také „kripkovsky“ („nikdy se nedozvíme (, někdy se dozvíme (, ( se nedozvíme později než (, ( a ( se dozvíme jedině společně, od počátku víme (“); v tomto textu však budeme dávat přednost vyjádřením motivovaným fuzzy sémantikou.

3 Metamatematické pojmy

3.1 Ostré formule a množiny

Realizace n-árních predikátů ve strukturách fuzzy sémantiky jsou funkce Mn ( [0, 1]. Speciálním případem jsou takové, které mají funkční hodnoty pouze v množině {0, 1}. Protože definice fuzzy sémantiky spojek a kvantifikátorů na těchto hodnotách souhlasí s dvouhodnotovou sémantikou spojek a kvantifikátorů klasické logiky, chovají se takové predikáty obdobně jako predikáty klasické logiky. Tyto predikáty lze proto chápat jako protějšky klasických dvouhodnotových predikátů ve fuzzy logice. Protože fuzzy logika má zobecňovat popis klasických predikátů na neostré vlastnosti a relace (kde neostrost je vy​jádřena pravdivostními hodnotami mezi 0 a 1), je přirozené nazývat {0, 1}-hodnotové pre​dikáty ostrými (též dvouhodnotovými či bivalentními, v angličtině je vžitý název crisp). Zřejmým způsobem lze pojem ostrosti v modelu rozšířit i na formule:

Definice 1:  Formule ( je ostrá v modelu M, pokud pro každé ohodnocení e je (((M, e ( {0, 1}. (
Pozorování 1:  Ve struktuře pro jazyk L, kde realizace všech predikátů jazyka L mají pouze hodnoty 0 a 1, jsou všechny formule jazyka L ostré, neboť množina {0, 1} je uza​vřená vůči všem operacím definujícím sémantiku spojek a kvantifikátorů. (Takové modely budeme nazývat dvouhodnotové nebo klasické.)

Pozorování 2:  Formule ( je ostrá v M, právě když Supp(() = Ker((). Pro ostré formule proto splývají pojmy nosiče, jádra i každé (‑hladiny a (-řezu pro všechna ( > 0 a (+-řezu pro ( < 1. (Speciálně všechny tyto pojmy splývají ve dvouhodnotových modelech.)
Lemma 1:  Formule ( je ostrá v M, právě když v M platí formule ( ( ((.

Důkaz:  Zřejmé z definice sémantiky spojek ( a (. QED
Z logického hlediska jsou pochopitelně zajímavé především takové formule, které jsou os​​tré ve všech modelech nějaké teorie:

Definice 2:  Formule ( je ostrá v teorii T, je-li ostrá v každém modelu T. (
Z lemmatu 1 vyplývá, že ( je ostrá v T, platí-li v každém modelu T formule ( ( ((. Vzhledem k silné úplnosti G je to ekvivalentní dokazatelnosti v T formule ( ( ((. Proto lze rovněž definovat:

Definice 2(:  Formule ( je ostrá v T, je-li T ( ( ( ((. (
Formule, které v T nejsou ostré, budeme nazývat neostré v T. Neznamená to však, že jsou neostré ve všech modelech T, neboť je-li T klasicky bezesporná, má i dvouhodnotový mo​del, ve kterém jsou všechny formule ostré. Tvrzení, že ( je neostrá v T tedy v tomto smyslu znamená, že T připouští neostrost ( (tj. že existuje model, v němž je ( neostrá).
Speciálním případem jsou formule ostré v prázdné teorii, tedy takové (, pro něž je ( ( (( dokazatelné v G bez mimologických axiomů. Takové formule jsou (vzhledem k monotonii logiky G) ostré v každé teorii nad G a v každé struktuře pro G.

Dále T označuje libovolnou teorii nad G (případně i prázdnou) a (, (, ( libovolné formule.

Lemma 2:  Je-li ( ostrá v T a T ( ( ( (, potom je také ( ostrá v T.

Důkaz:  Je-li T ( ( ( (, jsou v T dokazatelné obě implikace ( ( ( a ( ( (, tedy i ( ( ( a (( ( (( (neboť IL ( (A ( B) ( ((B ( (A)). Z ( ( (( tudíž v T odvodíme ( ( (( (neboť IL ( ((A ( B) ( (C ( D)) ( ((A ( C) ( (B ( D))). QED
Lemma 3:  Jsou-li (, ( ostré v T, pak je v T dokazatelné:

1. (((x)(  (  ((x)((
2. (( ( ()  (  ((( ( ()

3. (((  (  (
Důkaz:  Logika IL (tím spíše G) rozšířená o schéma ( ( (( je klasická logika, tedy s předpokladem ostrosti podformulí lze používat klasicky platné ekvivalence. QED

Lemma 4:  Jsou-li (, ( ostré (( libovolná) v T, jsou v T ostré také formule:

1.  ((,  2.  ( ( (,  3.  ( ( (,  4.  ( ( (,  5.  ( ( (,  6.  ((x)(,  7.  ((x)(
Důkaz: 1.:  G ( (( ( (((.  2.:  Pro ostré (, ( podle bodu 3 lemmatu 3 je  ( ( (  (  ((( ( (((  (  (((( ( ((), což je formule ostrá dle bodu 1. Obdobně se dokáží zbý​va​jící body, např. 6.:  Pro ostrou ( dle lemmatu 3 je  ((x)(  (  ((x)(((  (  (((x)((. QED

Vidíme, že všechny formule tvaru (( (a formule jim ekvivalentní) jsou v G ostré; negativ​nost ostré formule dokonce charakterizuje:

Definice 3:  ( je v T negativní, je-li T ( ( ( (( pro nějakou (. (
Tvrzení 1:  Formule ( je v T ostrá, právě když je v T negativní.

Důkaz:  Negativní formule jsou ostré podle lemmatu 4, bod 1. Naopak ostrou ( lze dle lemmatu 3 psát jako (((. QED

Ostré formule jsou důležité především proto, že s nimi lze nakládat klasicky. Ostré formule tak tvoří klasický fragment logiky G, a v důsledku toho lze na G hledět jako na rozšíření klasické logiky (která popisuje ostré vlastnosti) o vlastnosti neostré. Podobně jako fuzzy logika, i fuzzy teorie množin má být rozšířením klasické teorie množin (která popisuje os​tré množiny dané ostrými vlastnostmi) o neostré množiny (dané neostrými vlastnostmi). Stupeň připsání vlastnosti přitom chápeme jako stupeň náležení do množiny odpovídající této vlastnosti. Za protějšek klasických (ostrých) množin proto v teorii fuzzy množin pova​žujeme ty fuzzy množiny, u nichž je náležení do nich ostrou vlastností.

V axiomatické teorii množin však nejsme příliš zaujati množinami, které jsou ostré v ně​ja​kém jejím konkrétním modelu, nýbrž jen těmi, které jsou ostré ve všech modelech této teorie. Proto definujeme:

Definice 4:  Formule ((x) vyděluje ostré množiny, je-li GST ( ((x) ( ((q)(q ( x ( ( q ( x). (
Je-li ( sama neostrá, je touto definicí zaručena (v daném modelu) ostrost pouze těch mno​žin x, pro něž má ((x) hodnotu 1; ostré vydělení ostrých množin dávají pouze ostré (.

Příkladem vlastností vydělujících ostré množiny budou zejména „být prázdnou množinou“ (tato vlastnost se ukáže být sama ostrá) či „být nosičem“ (neostrá vlastnost).

Poznámka 1:  Ostrost formule a množiny má přirozený význam i v kripkovské sémantice: je-li v T dokazatelné ((x1, …, xn) ( (((x1, …, xn), pak v každém jejím kripkovském modelu je pro všechny n-tice individuí a1, …, an splněno ((a1, …, an) nebo (((a1, …, an) ve všech uzlech rámce. Ostré vlastnosti jsou tedy takové, u nichž o každé n-tici individuí buď „víme“ ( už od počátku, nebo se je nikdy nedozvíme – tj. které se „nedozvídáme po​stupně“. Ostré množiny jsou v modelu takové, jejichž prvky jsou „známy“ od počátku; ( vyděluje ostré množiny právě tehdy, když v každém kripkovském modelu GST platí, že „známe prvky x, jakmile se dozvíme ((x)“. Ostré množiny jsou v kontextu IL často nazý​vány rozhodnutelné (decidable), v intuicionistické literatuře též detachable či removable.

3.2 Vlastnosti formulí

V tomto oddílu zavedeme několik metamatematických pojmů, které budeme potřebovat dále.

3.2.1 Literály

Negací lze v G vytvořit tři různé aserce: (, (( a ((( (neboť IL ( (((( ( ((). Proto definujeme:

Definice 1: Literál nad jazykem L je každá formule tvaru (, (( či (((, kde ( je atomická formule jazyka L. (
Jelikož všechny negativní formule jsou ostré, neostrými literály mohou být jedině atomická formule. 

3.2.2 Relativizace kvantifikátorů

Relativizací kvantifikátoru podmínkou ( ve formuli ((x)( resp. ((x)( rozumíme formule ((x)(( ( () resp. ((x)(( ( (). V teorii množin bude nejobvyklejší omezení kvantifi​kátoru podmínkou náležení do nějaké množiny (či třídy) A, tj. ((x)(x ( A ( () resp. ((x)(x ( A ( (), což budeme zapisovat obvyklým způsobem ((x ( A)( resp. ((x ( A)(.

3.2.3 Relační vlastnosti formulí

Relační vlastnosti jako reflexivitu, tranzitivnost atd. budeme definovat nejprve pro for​mule, abychom mohli pohodlněji vyslovovat dokazatelná tvrzení o definovaných prediká​tech (např. že ( je tranzitivní apod.). Později bude naším cílem uvnitř teorie definovat analogické pojmy pro relace jakožto množiny (objekty teorie). Pro následující definice předpokládejme, že pracujeme v nějaké teorii T nad G.

Fakt, že ve všech modelech T platí ((x)((x, x) chceme (analogicky klasické matematice) vyjadřovat stručněji tak, že vztah ( je reflexivní.
 Mohli bychom tedy reflexivitu ( defi​no​vat jako dokazatelnost formule ((x)((x, x). Protože však budeme chtít mluvit o refle​xi​vitě ( i v případě složených výroků a např. formuli

(1)
((x)((x, x) ( ((x)((y)((x, y)

číst jako „reflexivita ( implikuje totálnost
 (“, bude výhodnější definovat ji nikoli jako dokazatelnost formule ((x)((x, x), nýbrž přímo jako formuli ((x)((x, x). S určitou jazyko​vou licencí potom můžeme formuli ((x)((x, x) číst „( je reflexivní“ (a formuli (1) „je-li ( reflexivní, je i totální“) a u definovaných predikátů „P je reflexivní“. Protože při expozici teorie uvádíme pouze dokazatelné výroky, není mezi oběma pojetími podstatný rozdíl; re​flexivitu však takto můžeme chápat neostře (a např. implikaci (1) vykládat „nakolik je ( reflexivní, natolik je i totální“). V tomto smyslu tedy definujeme:

Definice 1:  Řekneme, že ((x, y) je

· reflexivní  (df  ((x)((x, x),

· antireflexivní  (df  (((x)((x, x),

· symetrická  (df  ((x, y)(((x, y) ( ((y, x)),

· tranzitivní  (df  ((x, y, z)((((x, y) ( ((y, z)) ( ((x, z)),

· preuspořádáním (též: kvaziuspořádáním)  (df  je reflexivní ( tranzitivní,

· ekvivalencí  (df  je symetrickým preuspořádáním (tj. je preuspořádáním ( je symet​rická),

· kongruentní vůči ((x1, …, xn)  (df  ((x1, …, xn, y1, …, yn)((((x1, y1) ( … ( ((xn, yn)) ( (((x1, …, xn) ( ((y1, …, yn)). (
Poznámka 1:  Rovnost v G (v její podobě zavedené v kap. 2) nepovažujeme za logický predikát;
 pro následující definice je proto nutné předpokládat, že v jazyce uvažované teo​rie vystupuje (primitivní nebo definovaný) predikát = (chápaný jako „rovnost“).

Definice 2:  Řekneme, že ((x, y) je

· (slabě) antisymetrická  (df  ((x, y)((((x, y) ( ((y, x)) ( x = y),

· trichotomická  (df  ((x, y)(((x, y) ( ((y, x) ( x = y),

· (částečným) uspořádáním  (df  je antisymetrickým preuspořádáním (tj. je preuspo​​řá​dáním ( je antisymetrická),

· lineárním uspořádáním  (df  je trichotomickým uspořádáním. (
Všechny tyto pojmy lze omezit na (ostrou či neostrou) část univerza relativizací kvantifi​kátorů vůči nějaké podmínce (. Speciálně při relativizaci podmínkou náležení do nějaké množiny A říkáme, že ( je reflexivní na A, tranzitivní na A atd.

4 Základní predikáty GST

V následujících kapitolách začneme zkoumat základní množinové pojmy nad G podle zá​sad uvedených v oddílu 1.3. Za základní primitivní pojem budeme považovat náležení prv​ku do množiny (binární predikát (), případně též rovnost (binární predikát =); protože však rovnost může být za poměrně slabých předpokladů definována pomocí (, stačí se omezit na jediný primitivní pojem (.

4.1 Rovnost

4.1.1 Axiomy rovnosti

Protože rovnost souvisí velmi těsně se samotnou povahou objektů teorie a může být brána jako jeden z jejích primitivních pojmů, budeme se zabývat nejprve jí. Připomeňme (pozn. 1 odd. 3.2.3), že v G nepokládáme rovnost za logický symbol s pevnou sémantikou (ostré) identity individuí modelu. Pro tento přístup je několik důvodů:

· Ve fuzzy sémantice jsou realizace predikátů obecně neostré a je žádoucí připustit i možnou neostrost rovnosti. V přirozené interpretaci fuzzy sémantiky lze uvažovat o situacích, kdy totožnost objektu daného dvěma způsoby či v různých situacích nepovažujeme za ostrou.

· Podobně ani v „intuicionistické“ interpretaci G není vhodné pro rovnost vyžadovat vyloučení třetího, neboť i rovnost se můžeme „dozvědět poz​ději“.

· V [Hájek00c] je navíc ukázáno (dokonce pro BL), že i ve velmi slabé teorii množin (jen s axiomy rovnosti, extenzionality a množinové​ho následníka
) by z předpokla​du ostré rovnosti byla odvoditelná ostrost náležení, čímž by se celá teo​rie trivializo​vala na klasický případ.

Rovnost proto považujeme pouze za jeden z predikátů jazyka (ať už primitivní, nebo defi​novaný), jehož realizace může být různá i v modelech se stejným souborem individuí a je vázána jen axiomy dané teorie. Protože ji nicméně chceme chápat jako (neostrou) totož​nost, měly by tyto axiomy zajišťovat především její reflexivitu, která odpovídá přiroze​nému požadavku, že věci jsou totožné samy se sebou.
 To zdůvodňuje nutnost axiomu (ni​koli nutně nezávislého na ostatních)

(R1)
x = x
Vedle toho by axiomy teorie s rovností měly v každém případě zajišťovat substituovatel​nost sobě rovných prvků salva veritate (jinak by bylo obtížné takový predikát chápat jako „rovnost“). Tento požadavek, který je vyjádřením neformální představy, že totožné věci mají stejné vlastnosti, proto můžeme rovněž stanovit jako schéma axiomů naší teorie:

 (LP()
x = y  (  (((x) ( ((y)).

Vzhledem k induktivní stavbě formulí je toto schéma ekvivalentní konečnému počtu svých důsledků, spolu s (R1) vyjadřujících, že rovnost je ekvivalencí kongruentní vůči všem pre​dikátům:

(R2)
x = y  (  y = x
(R3)
(x = y  (  y = z)  (  x = z
(R4a)
(x = y  (  x ( z)  (  y ( z
(R4b)
(x = y  (  z ( x)  (  z ( y
Nadále tedy budeme za axiomy GST považovat axiomy rovnosti (R1)–(R4).

Lemma 1:  Je-li ((x) formule, která neobsahuje volně y, pak je z axiomů rovnosti dokaza​telné:

(i) ((y = x)((y)  (  ((x)

(ii) ((y = x)((y)  (  ((x)

Důkaz:  (i)  Dle (LP) je (x = y ( ((y)) ( ((x); odtud generalizací ((y)((x = y ( ((y)) ( ((x)), což je ekvivalentní ((y)(x = y ( ((y)) ( ((x); pro směr zprava doleva stačí za y vo​lit x.  (ii)  Dle (LP) je ((x) ( (x = y ( ((y)), odkud generalizací  ((y)(((x) ( (x = y ( ((y))), což je ekvivalentní ((x) ( ((y)(x = y ( ((y)); opačný směr dostaneme specifikací x za y.  QED 

4.1.2 Fuzzy sémantika rovnosti

Zkoumejme, jaké jsou důsledky axiomů rovnosti pro realizaci tohoto predikátu ve fuzzy modelech.
 Nebude-li řečeno jinak, pracujeme v modelu M s univerzem M.

Protože k další práci budeme potřebovat dolní odhady hodnot implikace a ekvivalence, zaveďme následující relace:

Definice 1:  Nechť r ( [0, 1]. Pro čísla (, ( ( [0, 1] definujeme

( (r (   (df   ( ( ( nebo ( ( r,

( =r (   (df   ( = ( nebo (( ( r a ( ( r).

a pro funkce f, g: M ( [0, 1]

f (r g  (df  pro všechna x ( M je f(x) (r g(x)
f =r g  (df  pro všechna x ( M je f(x) =r g(x). (
Lemma 1:  Nechť r ( [0, 1], a (, ( jsou formule. Potom platí:

(i)
r ( (( ( ((  iff  ((( (r (((,

(ii)
r ( (( ( ((  iff  ((( =r (((.

Důkaz:  (i)  Je-li((( (r (((, tj. ((( ( ((( nebo ((( ( r, je v obou případech (( ( (( ( r. Naopak není-li ((( (r (((, tj. je ((( > ((( < r, pak (( ( (( = ((( < r. Bod (ii) se dokáže obdobně. QED

Lze snadno ukázat, že na intervalu [0, 1] je relace =r ekvivalencí a relace (r prelineárním preuspořádáním (tj. je reflexivní, tranzitivní a trichotomická) a platí ( =r ( iff (( (r ( a ( (r (). V důsledku toho je i pro funkce relace =r ekvivalencí, relace (r preuspořádá​ním
 a platí f =r g iff (f (r g a g (r f).
Vztah f =r g vyjadřuje, že na funkčních hodnotách menších než r se obě funkce shodují. Zřejmě platí f =r g (resp. f (r g) právě tehdy, když pro všechna ( < r je (-řez f roven (resp. částí) (-řezu g.

4.1.2.1 Důsledky axiomu (R4b)

Pozorování: Axiom (R4b) lze pomocí (R2) zřejmě ekvivalentně přepsat jako

(R4b()
x = y  (  (z ( x  (  z ( y).

Tvrzení 1: M ( (R4b()  iff  pro všechna a, b ( M je (a =||a = b|| (b.

Důkaz:  Podle definice splňování (R4b() platí v M právě tehdy, když pro všechna a, b, c ( M je (a = b( ( (c ( a ( c ( b(, což je dle lemmatu 1 ekvivalentní (c ( a( =||a = b|| (c ( b( pro všechna c k libovolným a, b ( M. QED
Charakteristické funkce fuzzy množin se tedy na funkčních hodnotách menších než hod​nota jejich rovnosti shodují. V důsledku toho pro všechna ( < (a = b( je (-hladina a rovna (‑hladině b (totéž platí pro (-řezy a (+-řezy).

Důsledek 1:  Fuzzy množiny, které mají různý nosič (0+-řez), se vůbec nerovnají.

4.1.2.2 Důsledky axiomů (R1)–(R3)

Pozorování 1:  Definujeme-li funkci (: M2 ( [0, 1] předpisem ((a, b) =df 1 – (a = b(, jsou axiomy (R1)–(R3) ekvivalentní tomu, že ( je pseudoultrametrika:
 (R1) dle definice splňování platí v M, právě když pro všechna a ( M je(a = a( = 1, tedy ((a, a) = 0; plat​nost (R2) je ekvivalentní podmínce (a = b( = (b = a(, tedy ((a, b) = ((b, a), a platnost (R3) podmínce(a = c( ( min ((a = b(, (b = c(), tj. ultrametrické trojúhelníkové nerov​nosti ((a, c) ( max (((a, b), ((b, c)).

Pozorování 2:  Funkce ((a, b) obecně nemusí být metrika, neboť axiomy rovnosti při​pouštějí, že pro různá individua modelu a, b platí (a = b( = 1.
 Protože však taková indivi​dua musejí dle (LP) splňovat tytéž formule, lze takový model faktorizovat podle ekvivalence a 0~ b  (df  ((a, b) = 0 na model zřejmě splňující tytéž formule. Bez ztráty obecnosti lze tedy předpokládat, že ( je ultrametrika.

Pozorování 3:  Jak plyne z vlastností (pseudo)ultrametriky (a lze snadno ověřit i přímo), relace r~ =df {(a, b( : ((a, b) ( r} = {(a, b( : (a = b( ( 1 – r} jsou pro všechna r ( [0, 1] ekvivalencemi a pro r ( s platí r~ ( s~. Třída ekvivalence ~r příslušná prvku a je podle definice právě (1 – r)‑řezem vlastnosti x = a; rovnost ve stupni alespoň ( tak tvoří vzájem​ně disjunktní třídy ekvivalence. Totéž je možno říci o relacích r+~ =df {(a, b( : ((a, b) < r} – mj. o nosiči formule x = y: vzájemně „alespoň trochu“ se rovnající prvky tedy tvoří dis​junktní rozklad univerza modelu.

Značení:  Třídy ekvivalencí r~, r+~ příslušné prvku a jsou v (pseudo)ultrametrice ( uzavře​nými resp. otevřenými koulemi se středem v a. tj. uzavřenými resp. otevřenými r‑okolími a; otevřené koule o poloměru r se středem v a budeme proto značit Ur(a). (
4.1.2.3 Důsledky axiomu (R4a)

Pozorování:  Axiom (R4a) lze pomocí (R2) zřejmě ekvivalentně přepsat jako

(R4a()
x = y  (  (x ( z  (  y ( z)

Podle definice splňování platí v M axiom (R4a() právě tehdy, když pro všechna a, b, c ( M je (a = b( ( (a ( c ( b ( c(, což je dle lemmatu 1 ekvivalentní

(1)
(a ( c( =||a = b|| (b ( c(.
Až po stupeň své rovnosti jsou tedy fuzzy množiny prvky týchž množin stejně. Tento fakt má následující důsledky:

Věta 1:  Charakteristická funkce každé množiny je stejnoměrně spojitá vůči (pseudo)ultra​metrice dané rovností.

Důkaz:  Mějme libovolnou množinu c ( M. Dokážeme dokonce, že (c je 1‑lipschitzov​ská.
 Místo (c(x) pišme dále stručně c(x). Dokazujeme, že (c(a) – c(b)(( ((a, b) = 1 – (a = b(. Bez újmy na obecnosti předpokládejme c(a) ( c(b), dokazujeme tedy

(2)
c(a) – c(b) ( 1 – (a = b(.

Podle (1) platí c(a) =||a = b|| c(b), tj. c(a) = c(b) nebo c(a), c(b) ( (a = b(. V prvním případě platí (2) triviálně, ve druhém případě z c(a) ( 1, c(b) ( (a = b( plyne rovněž c(a) – c(b) ( 1 –(a = b(. QED
Věta 2:  Charakteristická funkce libovolné množiny je mimo její jádro lokálně konstantní. 

Důkaz:  Dokazujeme, že pro každou c ( M a každé a ( M \ Ker(c) existuje okolí a, na němž je (c konstantní. Nechť c(a) < r < 1. Ukážeme, že pro každé b ( U1 – r(a) je c(b) = c(a):

Podle definice je b ( U1 – r(a), právě když (a = b( > r. Dle (1) je c(a) =||a = b|| c(b), tím spíše tedy c(a) =r c(b), tj. c(a) = c(b) nebo c(a), c(b) ( r. Protože dle předpokladu c(a) < r, musí být c(a) = c(b). Na (1 – r)-okolí a je tedy (c konstantní. QED

Důsledek 1:  (-řez každé množiny respektuje rozklad univerza modelu (-řezem rovnosti, neboť s každým a obsahuje i celé U1 – ((a), které je právě třídou ekvivalence (-řezu rov​nosti.

Důsledek 2:  V (pseudo)ultrametrice generované rovností jsou všechny (-hladiny a (-řezy pro ( < 1 obojetné a jádra všech množin jsou uzavřená.

Důkaz:  Nechť c ( M je libovolná fuzzy množina; označme c( její (-řez (tj. c( ( M). Buď ( < 1; pak c( je otevřená, neboť pro a ( c( je částí c( celé U1 – ((a), tj. (1 – ()-okolí a; zároveň c( je uzavřená, neboť pro a ( c( je na celém U1 ( ((a) hodnota (c konstantní, tedy (1 ( ()-okolí a je s c( disjunktní. Stejným způsobem se ukáže obojetnost každé (-hladi​ny c pro ( < 1. Jádro je doplňkem sjednocení všech ostatních (-hladin, které jsou otevřené, tedy je uzavřenou množinou. QED
Poznámka 1:  Protože z (LP) plyne obdoba (R4a():
x = y  (  ((z1)…((zn)(((x, z1, …, zn) ( ((y, z1, …, zn)),

mohli jsme stejnou úvahu provést nejen pro charakteristické funkce množin, ale libovol​ných formulí ((x, z1, …, zn) a ze vztahu

(1()
(((a, c1, …, cn)( =||a = b|| (((b, c1, …, cn)(
získat 1-lipschitzovskost a lokální konstantnost mimo jádro vůči ( nejen pro charakteris​tické funkce všech množin, ale i všech formulí (.

4.1.3 Relace ekvivalence

Pozorování 1: Z (LP) lze odvodit x = y ( (((x, x) ( ((x, y)), z čehož plyne

(1)
( reflexivní ( (x = y ( ((x, y)).

Rovnost je tedy nejsilnější mezi všemi reflexivními relacemi. Ve fuzzy sémantice to zna​mená, že charakteristická funkce každé formule ((x, y) majorizuje charakteristickou funkci rovnosti na funkčních hodnotách menších než stupeň reflexivity (. V kripkovské séman​tice to znamená, že pokud „už víme“, že je ( reflexivní, pak se ((x, y) o žádné dvojici x, y „nedozvíme později“ než rovnost x = y. Speciálně je dle (LP) rovnost nejsilnější ekviva​lencí.

Pozorování 2: Protože axiomy (R1)–(R3) charakterizují ekvivalence, platí pozorování 1 a 3 oddílu 4.1.2.1 nejen pro predikát rovnosti, ale pro všechny formule, o nichž v modelu platí, že jsou ekvivalencemi. Každá taková ( tedy na univerzu modelu definuje pseudo​ultrametriku ((, která je dle (1) slabší metrikou než ( (tedy její topologie je hrubší); jed​notlivé řezy ( jsou klasickými ekvivalencemi, jejichž rozklad na třídy se s rostoucím stup​něm zjemňuje (je však podle (1) hrubší než stejný řez rovnosti, tj. třídy (-řezu ( respektují rozklad daný (-řezem rovnosti).

4.1.4 Granulární struktura univerza množin

Z tvrzení a vět oddílu 4.1.2 vyplývá, že univerzum množin má z hlediska ultrametriky dané rovností
 „granulární“ strukturu do sebe řazených tříd ekvivalence, zjemňující se s rostou​cím stupněm řezu (viz Obr. 1; silnější „vrstevnice“ odpovídají nižším stupňům).
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Obr. 1 – Řezy tříd ekvivalence rovnosti

Speciálně nosiče všech vlastností a množin (a vůbec všechny ostré množiny) respektují třídy rozkladu podle ekvivalence (a = b( > 0. Tato ekvivalence je definovatelná formulí (( x = y (neboť platí M ( (( a = b iff (a = b(M > 0), má tedy smysl i v teorii, nejen ve fuzzy modelech. Nazveme-li třídy této ekvivalence pracovně monády, vzniká otázka, kolik monád v univerzu existuje.

Prozkoumejme možnost pojetí, že celé univerzum je jedinou monádou, tj. možnost přijetí axiomu:

(E1)
(( x = y.

V tomto pojetí by si všechny množiny byly částečně rovny. Tuto částečnou rovnost všech množin by bylo možno vysvětlit jejich společnou vlastností „být množinou“ (tj. splňová​ním týchž axiomů) a předpokladem, že rovnost vyjadřuje míru podobnosti vlastností. Ne​nulová vzájemná rovnost by množiny vydělovala mezi jinými objekty (množina je to, co je alespoň trochu podobné něčemu, co je množinou).

Toto pojetí je však patrně neudržitelné především z následujících důvodů:

1. Uvidíme (v odd. 5.1.4), že například (každá) prázdná množina je zcela různá od které​koli neprázdné množiny; museli bychom tedy odmítnout buď axiom prázdné množiny, nebo předpokládat, že každá množina je prázdná (což je zjevně neú​nos​né).

2. Z důsledku 1 v kapitole 4.1.2.1 vyplývá, že ve fuzzy modelech by všechny mno​žiny musely mít stejný nosič; takový předpoklad je velmi vzdálený běžné představě o (fuzzy) množinách.

3. I při vyloučení prázdné množiny ze znění (E1) je tento axiom neslučitelný s dalšími přirozenými axiomy, např. axiomem singletonu
 či (-indukce (viz 6.2.1).

4. V přirozeném výkladu kripkovské sémantiky by to znamenalo, že o každých dvou množinách se vposled dozvíme, že jsou si rovny (tj. že de facto existuje jen jedna množina, byť to v průběhu zkoumání „ještě“ nevíme).

Z těchto důvodů je přirozenější předpoklad, že monád existuje mnoho. Mohli bychom tedy přijmout schéma axiomů pro n > 1:

(E()
((x1, …, xn)((i ( j, i ( n, j ( n (( xi = xj)(.

Jak již bylo naznačeno, bude toto schéma plynout z dalších axiomů GST.

Chceme-li tedy modelovat stupně „podobnosti“ všech množin podle míry společných vlastností, je tak nutno činit pomocí jiné relace podobnosti, než je rovnost (tj. relací nikoli kongruentní vzhledem k ().

4.2 Extenzionalita

(Ext)
((z)(z ( x  (  z ( y)  (  x = y

klasicky vyjadřuje, že množiny jsou dány svými prvky. Prozkoumejme, co tento axiom znamená ve fuzzy modelech:

Z axiomu (R4b), pomocí (R2) přeformulovaného jako

(R4b(()
x = y  (  ((z)(z ( x ( z ( y)

vyplývá (podle definice splňování v modelu) podmínka pro všechna individua a, b modelu:

(1)
(a = b(  (  inf c ( M  (c ( a ( c ( b(.

Dle lemmatu 1 v kap. 4.1.2 platí r ( (c ( a ( c ( b(, právě když (c ( a( =r (c ( b(. Tedy r je dolní závorou hodnot (c ( a ( c ( b(, právě když (c ( a( =r (c ( b( pro všechna c ( M, neboli právě když (a =r (b. Podle definice infima tedy je

(2)
(a = b(  (  max {r : (a =r (b}.

Axiom extenzionality je obrácenou implikací (R4b((), vyjadřuje tedy obrácenou nerovnost v (1) a (2). Zatímco tedy axiomy rovnosti zaručují, že charakteristické funkce se shodují na menších hodnotách nejméně po stupeň rovnosti, extenzionalita upřesňuje stupeň rovnosti jako právě tu hodnotu, pod kterou se charakteristické funkce obou množin shodují:

(a = b(  =  max {r : (a =r (b}.
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Obr. 2 – Hodnota rovnosti množin

Speciálně pro (a = (b tedy (Ext) zaručuje (a = b( = 1. Ve fuzzy modelech GST tedy ex​tenzionalita vyjadřuje, že táž charakteristická funkce nemůže odpovídat dvěma množinám, které si nejsou zcela rovny, tj. že množiny jsou určeny stupni náležení svých prvků. Rov​něž v kripkovské sémantice má (Ext) význam extenzionálního chápání množin: říká, že jakmile jsme si provždy jisti stejným rozsahem dvou množin,
 můžeme tvrdit jejich rov​nost.

Neplatnost extenzionality by znamenala, že míra rovnosti některých množin není dána sa​motným predikátem náležení, nýbrž ještě jinými vlastnostmi, které naše teorie nezachy​cuje. Extenzionalitu lze proto také chápat jako striktní omezení se na zkoumání těch vlast​ností, které dokážeme zachytit pomocí vztahu náležení.
 Nadále proto budeme axiom exten​zionality považovat za součást GST.

Pozorování 1:  Společně s (R4b(() lze extenzionalitu psát jako

(Ext()
x = y  (  ((z)(z ( x ( z ( y).

S extenzionalitou lze tedy rovnost považovat za definovaný predikát; protože z (Ext() snadno dokážeme (R1)–(R3) a (R4b), stačí pak z axiomů rovnosti samotné (R4a).

Poznámka 1:  Pokud bychom chtěli budovat teorii množin s atomy,
 museli bychom axi​om extenzionality formulovat opatrněji – pouze pro množiny (ne pro atomy), abychom vše​chny atomy neztotožnili s prázdnou množinou; podobné výhrady by bylo nutné dělat i u následujících axiomů a definic. Pro jednoduchost budeme dále pracovat v GST bez atomů.

4.3 Pojmy související s rovností

V této podkapitole nadefinujeme několik binárních predikátů založených na vzájemném vztahu náležení prvků do dvou množin. Pracujeme v GST sestávající z (Ext() a (R4a).

Vedle rovnosti je přirozeným pojmem inkluze, která vyjadřuje, že množina y obsahuje všechny prvky množiny x. V neostrém případě částečných prvků je intuitivní vyžadovat, aby každý prvek q do y patřil alespoň v tom stupni, v němž patří do x; to v G vyjadřuje právě implikace q ( x  (  q ( y:

Definice 1:  x ( y  (df  ((q)(q ( x  (  q ( y)

Pozorování 1:  x = y  (  (x ( y  (  y ( x)

Důkaz:  Zřejmé z axiomu extenzionality (Ext(). QED

Pozorování 2:  Inkluze je částečné uspořádání.

Důkaz:  Reflexivita je zřejmá (G ( q ( x ( q ( x), tranzitivita vyplývá z tranzitivity im​plikace (a distributivity ( vůči (); slabá antisymetrie je jednou z implikací pozorování 1. QED
Stejně jako v oddílu 4.2 (pouze se záměnou (r za =r dle bodu (i) lemmatu 1 z oddílu 4.1.2) lze odvodit, že fuzzy sémantika inkluze je

(1)
(a ( b(  =  max {r : (a (r (b}.

Charakteristická funkce a je tedy na funkčních hodnotách menších než (a ( b( majorizo​vána (b, neboli pro všechna ( ( (a = b( je (-řez a částí (-řezu b. Speciálně inkluze ve stupni 1 odpovídá (v souladu s motivací) majorizaci charakteristickou funkcí druhé mno​žiny. Inkluze v nenulovém stupni je v důsledku (1) podmíněna inkluzí nosičů; není to však podmínka postačující, jak ukazuje protipříklad znázorněný na Obr. 3.
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Obr. 3 – Inkluze neplyne z inkluze nosičů
Rovněž v kripkovské sémantice má inkluze intuitivní význam obdobný významu rovnosti: x ( y platí v těch „okamžicích“ w, od nichž dále již není „zpochybněna“.

Uvažme nyní pojem různosti množin. V G se nabízejí nejméně dva přirozené způsoby de​finice takového pojmu, které jsou v klasické logice ekvivalentní (srv. oddíl 1.3.2):

· První z nich je prostou negací vztahu x = y. Tento pojem je ostrý (neboť negativní – viz oddíl 3.1) a odpovídá ve fuzzy sémantice tomu, že rovnost vůbec neplatí, a v kripkovské tomu, že se rovnost obou množin nikdy nedozvíme.
· Druhý (klasicky ekvivalentní negaci pravé strany (Ext()) vychází z toho, že různost množin můžeme tvrdit, nalezneme-li svědka různosti – prvek, který patří jen do jedné z obou množin, a tím dosvědčuje, že množiny nejsou sobě rovné. Ve fuzzy sémantice tato dosvědčená různost platí natolik, nakolik existuje prvek jedné z množin, který není (tj. vůbec) prvkem druhé. V kripkovské sémantice platí do​svědčená různost, jakmile je znám prvek jedné z množin, o němž víme, že jeho ná​ležení do druhé z nich nikdy nezjistíme.

Definice 2:  Nerovností množin x, y budeme rozumět vztah ( x = y; jejich (dosvědčenou) růzností vztah  x ( y  (df  ((q)[(q ( x ( ( q ( y)  (  (q ( y ( ( q ( x)].

Poznámka 1: Pojem dosvědčené různosti by bylo možno nazývat též „oddělenost“ či „odlehlost“ (apartness) a značit a # b analogií s intuicionistickým pojmem odlehlosti
 reál​ných čísel a # b  (df  ((q)(a < q < b ( b < q < a), kde q dokazuje různost a, b podobně jako „svědek“ v definici 1. Protože však představa, že svědek „odděluje“ množiny, není příliš intuitivní, přidržíme se pracovního názvu (dosvědčená) různost a značení (.

Podobným způsobem lze v GST definovat dva pojmy popírající inkluzi – negaci inkluze a „dosvědčenou non-inkluzi“, která vyjadřuje, nakolik (resp. odkdy) existuje prvek do​svědčující, že inkluze nenastává.

Definice 3:  Non-inkluzí budeme nazývat vztah ( x ( y, dosvědčenou non-inkluzí
 vztah x ( y  (df  ((q)(q ( x ( ( q ( y).
Pozorování 3:  Z definic 2 a 3 plyne triviálně, že pojmy v nich zavedené jsou antiref​le​xivní, negace rovnosti a různost navíc symetrické; negovaná rovnost a negovaná in​kluze jsou negativní, tedy ostré vlastnosti.

Pozorování 4:  Pro libovolné x, y platí:

(i) x ( y  (  (x ( y  (  y ( x),

(ii) ( x = y  (  (( x ( y  (  ( y ( x).

Důkaz:  (i) Zřejmý z definice obou pojmů a distributivity ( vůči (.  (ii) Plyne z pozorová​ní 1 předchozího oddílu 4.2 a toho, že G ( ((A ( B) ( ((A ( (B). QED

Dalším z této rodiny pojmů je disjunktnost množin; množiny x, y jsou disjunktní, nemají-li společné prvky: (((q)(q ( x  (  q ( y). Disjunktnost je pojem negativní, tedy ostrý. Pozi​tivní pojem, jehož je negací, vyjadřuje, nakolik (resp. odkdy) existuje prvek společný oběma množinám – tedy vzájemnou kompatibilitu vlastností vyjádřených náležením do obou množin.
Definice 4:  Množiny x, y jsou kompatibilní (píšeme x(y)  (df  ((q)(q ( x  (  q ( y),  dis​junktní (píšeme x ( y)  (df  ( x(y.
Pozorování 5:  Kompatibilita (a tedy disjunktnost) je zřejmě symetrická. Protože prázdná množina
 triviálně nemá společné prvky s žádnou množinou, je disjunktní s každou mno​ži​nou; pro neprázdné množiny je ( antireflexivní.

Pozorování 6:  (i)  x1 ( x2 ( (x1(y ( x2(y),   (ii)  x1 ( x2 ( (x2 ( y ( x1 ( y)

Důkaz:  (i)  Za předpokladu ((q)(q ( x1 ( q ( x2) je zřejmě ((q)(q ( x1 ( q ( y) ( ((q)(q ( x2 ( q ( y);  (ii) vyplývá z (i) obměnou konsekventu. QED
Pozorování 7:  Disjunktnost lze ekvivalentně definovat takto:

x ( y
 ( 
((q)((q ( x ( q ( y)


 ( 
((q)(( q ( x ( ( q ( y)

 ( 
((q)(q ( x ( ( q ( y)

Důkaz:  Triviální, neboť G ( (((q)( ( ((q)((, G ( ((( ( () ( ((( ( (() ( (( ( ((). QED

Poznámka 2:  Všechny pojmy definované v tomto oddílu dávají smysl nejenom pro nále​žení do množiny, ale pro libovolné vlastnosti ((x), ((x). Lze tedy smysluplně chápat např. kompatibilitu dvou vlastností ((( jako zkratku za ((q)(((q) ( ((q)). Těmto vztahům mezi formulemi odpovídá ve fuzzy modelech obdobný vztah charakteristických funkcí jako v případě množin (např. vztahu ( disjunktnost nosičů).
5 Množinové operace

5.1 Třídové operace

5.1.1 Třídy a komprehenze

V předchozích kapitolách jsme viděli, že každé vlastnosti množin přísluší ve fuzzy modelu její charakteristická funkce (speciálně přísluší všem fuzzy množinám). Motivací a cílem teorie fuzzy množin je popsat chování souborů objektů, do nichž prvky náležejí v nějakém stupni, tj. funkcí z univerza diskurzu do [0, 1]; ty však nejsou objekty naší teorie. Důvody vyjádřitelnosti jazykem teorie omezují tento cíl na charakteristické funkce formulí; axiom extenzionality zajišťuje, že některé z nich – charakteristické funkce množin – jsou v jedno​značném vztahu (modulo rovnost) s objekty teorie (množinami); nikoli však, že každé cha​rakteristické funkci odpovídá nějaký objekt teorie. Z podobných důvodů jako v klasické teorii by tedy bylo žádoucí přijmout schéma axiomů množinové komprehenze

(MK)
((z)((q)(q ( z  (  ((q)),  kde z není volná ve ((q).

Bohužel však Russellův paradox nastává i v G (pro ((q) ( q ( q dostaneme z ( z ( z ( z, což je kontradikce i v G). Podobně jako v klasické teorii lze tento spor řešit zavedením tříd.
 Tvrzení a definice, které jsme dosud uváděli pro formule,
 pak mohou být chápána jako tvrzení o třídách. Pro pohodlnost vyjadřování definujme třídy 0 a V určené (libovol​nou) kontradikcí a tautologií. Třídové proměnné budeme jako obvykle označovat velkými písmeny; třídu zaručenou axiomem třídové komprehenze

(TK)
((Z)((q)(q ( Z  (  ((q)),  
kde ((q) neobsahuje kvantifikace tříd a volně Z,

pro ((q) budeme značit {q : ((q)}.

5.1.2 Třídové operace

Třídové operace průniku, sjednocení, doplňku, rozdílu a symetrického rozdílu zavedeme přímočaře pomocí odpovídajících logických spojek.
 Pro pohodlnost vyjadřování rozší​říme jazyk o příslušné logické funkce.

Definice:
X ( Y =df {q : q ( X  (  q ( Y}
(průnik)


X ( Y =df {q : q ( X  (  q ( Y}
(sjednocení)


X \ Y =df {q : q ( X  (  ( q ( Y}
(rozdíl)


\ Y =df {q : ( q ( Y}
(doplněk)


X ( Y =df  (X \ Y) ( (Y \ X)
(symetrický rozdíl)
Pozorování 1:  Z vlastností logických spojek triviálně plynou např. následující vlastnosti třídových operací:

(i) idempotence, komutativita, asociativita a vzájemná distributivita ( a (, komu​tati​vita (, ostrost doplňku;

(ii) X ( Y ( X ( X ( Y,
(iii) X ( Y  (  X ( Y = Y  (  X ( Y = X,

(iv) X ( \ X = 0,  \ X = V \ X,  V = \ 0,  0 = \ V,

(v) X  ( \\ X,  \ X ( \\ X = V,
(vi) X \ Y ( X,  X \ Y ( Y,  X ( Y ( X ( Y,

(vii) X ( Y  (  X ( Y = 0  (  X ( Y = X ( Y  (  X \ Y = X,

(viii) X(Y  (  X ( Y ( 0 (kompatibilita množin je normalita jejich průniku)

(ix) X ( 0 = X \ X = X ( X = 0,  X ( 0 = X \ 0 = X,  X ( V = X,  X ( V = V.

Pozorování 2:  Neplatí však obecně:

(iv()
X ( \ X = V,

(v()
\\ X = X,

(vi()
(X \ Y) ( (X ( Y) = X,  (X ( Y) ( (X ( Y) = X ( Y

Tvrzení (iv() a (v() jsou ekvivalentní ostrosti X; tvrzení (vi() pro ostré množiny platí.
Důkaz:  Vyplývá z netautologičnosti v G formulí (iv() A ( (A, (v() ((A ( A, (vi() ((A ( (B) ( (A ( B)) ( A, ((A ( (B) ( ((A ( B) ( (A ( B)) ( (A ( B). Pro ostré třídy tvrzení platí podle definice ostrosti a lemmatu 3 o nakládání s ostrými formulemi oddílu 3.1; (iv() implikuje ostrost X podle definice, (v() v důsledku G ( (A ( ((A a ((A ( A pro os​tré A. QED
Pozorování 3:  Dvojitý doplněk \\ X = {q :  (( q ( X} ve fuzzy modelu obsahuje ve stup​ni 1 právě všechny prvky nosiče X.
5.1.3 Třídové operace pro množiny

Definice třídových operací nijak nezaručují, že sjednocení, průnik atd. množin je opět mno​žina. Kvůli Russellovu paradoxu nemůžeme sice schématem komprehenze zaručit exis​ten​ci množiny {q : ((q)} pro libovolné (, lze však bezesporně přijmout přinejmenším některé instance schématu komprehenze, které zaručují uzavřenost základních operací na množi​nách:

((2)
((z)((q)(q ( z  (  (q ( x  (  q ( y))

((2)
((z)((q)(q ( z  (  (q ( x  (  q ( y))

(x\)
((z)((q)(q ( z  (  (q ( x  (  ( q ( y))

(()
((z)((q)(q ( z  (  ((q ( x  (  ( q ( y)  (  (( q ( x  (  q ( y)))

Všechna tvrzení z pozorování 1 předchozího oddílu 5.1.2 platí zřejmě stejně i pro množiny.

Pozorování 1 (fuzzy sémantika množinových operací – Obr. 4):  Pro libovolné prvky a, b, c fuzzy modelu GST ze sémantiky výrokových spojek zřejmě plyne:

(i) (a ( b = max ((a, (b);

(ii) (a ( b = min ((a, (b);

(iii) (a \ b(c) = 0 pro c ( Supp(b), (a \ b(c) = (a(c) jinak.
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Obr. 4 – Sjednocení, průnik, rozdíl množin

Axiomy průniku a rozdílu zaručují existenci podmnožin dané množiny x vydělených dvěma určitými formulemi. Motivaci naznačené v odd. 5.1.1 (tj. zaručit existenci co nej​více množin odpovídajících formulím) nejlépe vyhovuje postulovat existenci podmnožin x vydělených všemi možnými formulemi, tedy  přijmout schéma vydělení (vlastně omezenou množinovou komprehenzi):

(Sep)
((z)((q)(q ( z  (  (q ( x  (  ((q))),  kde z není volná ve ((q).

Vydělenou množinu značíme {q : q ( x  (  ((q)} či {q ( x : ((q)}.

Pozorování 2:  Pro libovolné ( platí

(i) {q ( x : ((q)} ( x,
(ii) x ( y = {q ( x : q ( y},  x \ y = {q ( x : ( q ( y},

(iii) x ( y = {q ( x ( y : ( q ( x ( y}

Důkaz: (i) a (ii) triviálně, (iii)  (q ( x ( y  (  ( q ( x ( y)  (  ((q ( x ( q ( y) ( ((q ( x ( q ( y))  (  ((q ( x ( q ( y) ( (( q ( x ( ( q ( y))  (  rozdistribuováním a zkrácením ((q ( x ( ( q ( y) ( (( q ( x ( q ( y))  (  x ( y. QED
Pozorování 3:  Prázdná třída je množinou, tj. ((z)((q)((q ( z), neboť ji lze vydělit libo​volnou kontradikcí z libovolné množiny. Univerzální třída množinou není, tj. (((z)((q)(q ( z), neboť by z ní bylo možno formulí q ( q vydělit množinu způsobující Russellův paradox. Platí i silnější tvrzení:

Tvrzení 1:  (((v)((q)((( q ( v)

Důkaz:  Pracovně nazývejme takovou v, že ((q)((( q ( v), subuniverzální množinou. Odvozováním v G přivedeme ke sporu předpoklad její existence: ze subuniverzální v lze vydělením získat množinu y = {q ( v : ( q ( q}, pro kterou platí y ( y ( (y ( v ( ( y ( y). Potom
 ( y ( y  (  (( y ( v ( ( y ( y)  (  (( y ( v ( (( y ( y)  (  (( y ( y, což je spor. QED

Důsledek 1:  Z neexistence univerzální množiny plyne pouze, že ((v)(((q)(q ( v), z ne​existence subuniverzální množiny i ((v)((q)(( q ( v).

Důsledek 2:  Pro libovolnou třídu X je nejvýše jedna ze tříd X, \ X množinou (neboť X ( \ X je zřejmě subuniverzální).

5.1.4 Prázdná množina

Existenci prázdné množiny lze dokázat vydělením kontradikcí z libovolné množiny. Axiom prázdné množiny však přesto vyslovíme pro umožnění práce ve slabé teorii množin neobsahující schéma vydělení:

Axiom existence prázdné množiny:
((z)((q)(( q ( z)

Z axiomu extenzionality plyne, že prázdná množina je určena jednoznačně;
 označujeme ji konstantou 0.

Pozorování 1:  Podmínka náležení do prázdné množiny je negativní, tedy ostrá (3.1). Ostrá je i rovnost prázdné množině: G ( ((q)(( q ( 0) ( (((q)(q ( 0), neboli x = 0 ( (((q)(q ( x); prázdná množina je tedy definována negativní (čili ostrou) vlastností. Platí tudíž x = 0 ( ( x = 0; každá množina je buď úplně rovna, nebo vůbec nerovna prázdné množině; nejsou žádné množiny, které by byly „trochu“ rovné prázdné množině.

Pozorování 2:  Zřejmě platí: 0 ( x, tj. prázdná množina je „zcela“ částí každé množiny (v důsledku čehož i (( 0 ( x, ( 0 ( x). V důsledku pozorování 1 platí rovněž (( x ( 0 ( x = 0 (speciálně x ( 0 ( x = 0): částí prázdné množiny je tedy jen ona sama (žádná jiná množina není její částí vůbec). Z triviálních důvodů (neboť neobsahuje vůbec žádné prvky) je 0 disjunktní s každou množinou: x ( 0.

Pozorování 3:  Charakteristickou funkcí prázdné množiny ve fuzzy modelech je identická nula. V důsledku pozorování 1 je Supp((x = 0) jednoprvková,
 tedy v ultrametrice dané rov​ností ve fuzzy modelech je 0 izolovaným bodem.

Poznámka 1:  Formule ( x = 0 vyjadřuje neprázdnost x (a je to ostrá vlastnost), kdežto x ( 0 (neostrá vlastnost) vyjadřuje existenci prvku v množině: x ( 0 ( ((q)(q ( x). Ve fuzzy sémantice je hodnota x ( 0 supremem charakteristické funkce x; v kripkovské sé​mantice okamžik, od něhož víme, že x je neprázdná.

Ve fuzzy strukturách se množiny, jež mají neprázdné jádro (jejich charakteristická funkce nabývá hodnoty 1), se nazývají normální, ostatní subnormální.

Podobně intuicionistická teorie množin rozlišuje množiny, u nichž lze prokázat existenci prvku (inhabited sets), od pouze neprázdných množin (tj. takových, u nichž lze dovést ke sporu předpoklad prázdnosti):
 množina x je neprázdná, právě když (((q)(( q ( x), kdežto x obsahuje prvek, právě když ((q)(q ( x). V G chápané jako zesílení IL neprázd​nost odpovídá podmínce ( x = 0; existence prvku podmínce x ( 0.

V důsledku oddílu 2.2.2 nelze normální množiny všech fuzzy modelů definovat ostrou for​mulí v netriviální teorii nad G.
 Pravdivost formule a ( 0, tj. supremum (a, však lze chá​pat jako míru normality množiny a v daném modelu.
 S upřednostněním fuzzy termino​lo​gie před intuicionistickou tak můžeme definovat:

Definice 1:  Množina x je normální  (df   x ( 0. (
Poznámka 2:  Pojem normality má zřejmý smysl i pro formule (resp. třídy): ((q)((q).

Pozorování 4:  Podle definice platí x ( 0 ( x(x, tj. normalita množiny je její kompatibi​lita se sebou samou.

Pozorování 5:  Normalita je zřejmě monotonní vůči inkluzi: x ( y  (  (x ( 0 ( y ( 0), tj. nadmnožiny nejsou méně normální než jejich části. Speciálně tedy x ( y ( 0 ( (x ( 0 ( y ( 0),  x \ y ( 0 ( x ( 0,  (x ( 0 ( y ( 0) ( x ( y ( 0.
Poznámka 3:  Ve velmi slabých teoriích množin, které nezaručují existenci normálních množin jinak (např. axiomem dvojice či singletonu) může být vhodné přijmout axiom normality ((x)((y)(x ( y).
5.1.5 Nosič množiny

Z definice splňování vyplývá, že nosičem vlastnosti ( ve fuzzy modelu je právě množina těch individuí, pro které ((((( = 1 (srv. kap. 2.2.3). Protože ((( je ostrá, lze cha​ra​kte​ris​tickou funkci (((( chápat jako charakteristickou funkci klasické množiny Supp(((() a vlastnost ((( smysluplně nazývat nosičem vlastnosti (.

U množin lze za nosič x považovat formuli (( q ( x (neboť (x = (q ( x). Existenci mno​ži​ny z takové, že q ( z ( (( q ( x, však nedostaneme vydělením z množiny x (neboť taková z není částí, nýbrž nadmnožinou x). Proto je vhodné existenci takové množiny zaru​čit axiomem:

(Supp)
((z)(q ( z  (  (( q ( x)

Důvody vhodnosti přijetí takového axiomu v GST jsou následující:

· Ve fuzzy sémantice nosič odpovídá určitému souboru individuí univerza modelu, tedy právě tomu, co mají množiny představovat.

· Přijetí této instance schématu komprehenze odpovídá motivaci postulovat existenci co nejvíce množin odpovídajících charakteristickým funkcím (viz 5.1.1). Bezespor​nost u něj zaručují klasické modely,
 kde triviálně platí.

· Nosič lze zavést abstrakcí (oddíl 1.3.2) jako objekt společný množinám x, y právě tehdy, když ((q)((( q ( x ( (( q ( y).

· Pojem nosiče je velmi intuitivní a jednoduchý, používaný běžně v aplikacích fuzzy množin; je tedy žádoucí, aby byl pojmem axiomatické teorie.

Protože množina zaručená axiomem (Supp) je vlastně dvojitým třídovým doplňkem, bu​de​me nosič x zapisovat \\ x.

Poznámka 1:  Pojem nosiče jsme běžně užívali ve fuzzy sémantice; právě zavedený pojem je však definovanou funkcí v rámci teorie. Nadále označení „nosič množiny“ budeme mínit ve smyslu axiomatické teorie, tj. \\ x (nebude-li explicitně řečeno, že mluvíme o Supp(a) v konkrétním modelu).

Pozorování 1:  Zřejmě platí:

(i) \\ (x ( y) = \\ x ( \\ y
(ii) \\ (x ( y) = \\ x ( \\ y
(iii) \\ (x \ y) = \\ x \ (\\ y),   x \ y = x \ (\\ y)
(iv) \\ (x ( y) = \\ x ( \\ y
(v) x ( y  (  \\ x ( \\ y
(vi) x ( \\ x
Důkaz:  Plyne ihned z dokazatelnosti v G formulí tvaru (i) (((A ( B) ( (((A ( ((B), (ii) (((A ( B) ( (((A ( ((B), (iii) (((A ( (B) ( (((A ( (B), (A ( (B) ( (A ( (((B), (iv) z (i) a (iii), (v) (A ( B) ( (((A ( ((B), (vi) A ( ((A. QED

Další vlastnosti nosiče množiny jsou uvedeny v oddílech 5.1.2 a 5.3.
Poznámka 2:  Z axiomů rovnosti vyplývá x = y ( \\ x = \\ y. Obměnou dostaneme ( \\ x = \\ y ( ( x = y, tj. množiny s různým nosičem se vůbec nerovnají. (Srv. 4.1.2.1 dů​sledek 1, kde jsme toto tvrzení vyslovili ve fuzzy modelech.)

5.2 Vztahy základních množinových pojmů

V tomto oddíle prozkoumáme vzájemné vztahy (platné implikace) jednoduchých pojmů souvisejících s rovností. Za jednoduchý vztah mezi dvěma množinami budeme pro účely tohoto oddílu považovat takový, který lze vyjádřit literálem nad jazykem {=, (, (, (, (, \\}.
 Negativní literály s ( zapisujeme nadále pomocí (. U vztahů s ( budeme předpoklá​dat neprázdnost obou množin.

Ze 3(2(5(2(2 = 120 možných literálů je 36 variantou danou prohozením proměnných u sy​metrických predikátů =, (, (. Ze zbylých 84 je dalších 13 dvojitou negací ostré ato​mární formule (všechny atomy s \\ na obou stranách a případy (\\, \\( – lemma 1). Zbýva​jících 71 se dokazatelnými ekvivalencemi (lemma 2) redukuje na 37 neekvivalentních pojmů uvedených ve větě 1 níže.

Lemma 1: Jsou-li X, Y ostré, jsou následující formule ostré: z ( X, X ( z, X = Y, X ( Y, X(Y.

Důkaz: Rozepsáním definic těchto formulí a užitím lemmatu 4 oddílu 3.1. QED
Lemma 2: Platí následující ekvivalence:

(1)
x ( \\ y  (  x ( y
(2)
y ostrá (např. tvaru \\ z), pak (  x ( y  (  ( x ( y
(3)
x, y ostré, pak (  x ( y  (  ( x = y
(4)
x ( \\ y  (  x ( y
(5)
\\ x ( y  (  (( x ( y
(6)
\\ x ( \\ y  (  ( x ( y
(7)
\\ x = \\ y  (  ( x ( y

(8)
x ( \\ y  (  ( x ( y
(9)
( \\ x ( y  (  ( x ( y
Důkaz:

(1)  x ( \\ y  (  ((q)(( q ( x ( ( q ( \\ y)  (  ((q)(( q ( x ( ((( q ( y)  (  ((q)(( q ( x ( ( q ( y)  (  x ( y.

(2)  ( x ( y  (  (((q)(q ( x ( q ( y)  (  ((q)((q ( x ( q ( y)  (  ((q)(q ( x ( ( q ( y)  (  x ( y; druhá i třetí ekvivalence vyplývá z předpokladu ostrosti y.

(3)  ( x = y  (  ((x ( y ( y ( x)  (  ( x ( y ( ( y ( x  (  dle předchozího bodu pro ostré množiny x ( y ( y ( x  (  x ( y.

(4)  x ( \\ y  (  ((q)(q ( x ( ( q ( \\ y)  (  ((q)(q ( x ( ((( q ( y)  (  ((q)(q ( x ( ( q ( y)  (  x ( y.

(5)  \\ x ( y  (  ((q)(q ( \\ x ( ( q ( y)  (  ((q)((( q ( x ( ( q ( y)  (  ((q)((( q ( x ( ((( q ( y)  (  ((((q)(q ( x ( ( q ( y)  (  (( x ( y.

(6)  \\ x ( \\ y  (  ((q)((( q ( x ( (( q ( y)  (  ((q)(((( q ( x ( (( q ( y)  (  ((q)(( q ( x ( (( q ( y)  (  (((q)((q ( x ( ( q ( y)  (  ( x ( y.

(7)  stejně jako (3) z (2).

(8)  x ( \\ y  (  ((q)(q ( x ( (( q ( y)  (  ((q)(( q ( x ( (( q ( y)  (  ((q)((q ( x ( ( q ( y)  (  (((q)(q ( x ( ( q ( y)  (  ( x ( y.

(9)  ( \\ x ( y  (  (((q)((( q ( x ( ( q ( y) ( (((q)(((( q ( x ( q ( y)  (  ((q)(( q ( x ( (( q ( y) ( ((q)((( q ( x ( ( q ( y)  (  ((q)(q ( x ( (( q ( y) ( ((q)(q ( y ( (( q ( x)  (  \\ x = \\ y  (  ( x ( y.

Věta 1:  Platí implikace znázorněné na Obr. 1 (implikace v něm směřují dolů, ostré vlast​nosti jsou vyznačeny hranatým rámečkem; u vztahů s ( předpokládáme neprázdnost obou množin).

Poznámka 1:  Vzhledem k platnosti těchto implikací je v GST vhodné formulovat tvrzení v co nejsilnějším tvaru, tj. např. ve tvaru ( x ( y ( (, ( x = y ( (, či ( ( x = y, ( ( x ( y, přestože to nemusí být nejběžnější či nejintuitivnější tvar; slabší tvrzení je možno uvést jako důsledek.
Důkaz věty 1: Implikace ( ( ((( platí triviálně. Implikace (( ( (( a ((( ( ((( vyplývají z implikací ( ( (. Vzhledem k symetrii predikátů =, (, ( a možnosti záměny x a y stačí dokázat implikace z následujícího lemmatu 3. QED
Lemma 3:
(1)
x = y ( x ( y
(2)
x ( y ( x ( y
(3)
(( x ( y ( ( x ( y
(4)
(( x = y ( ( x ( y
(5)
(( \\ x ( y ( ( x ( y
(6)
(( \\ x = y ( ( x ( y
(7)
(( x ( y ( \\ x ( y
(8)
x ( y ( \\ x ( y

(9)
\\ x ( y ( (( x ( y
(10)
(( x = 0 ( x ( y) ( (( x ( y

(11)
x ( y  (  \\ x ( y

(12)
\\ x ( y  (  ( x ( y  
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Obr. 5 – Implikace mezi literály nad {=, (, (, (, (, \\}

Důkaz lemmatu 3: (1) a (2) jsou zřejmé z definice (důsledkem jsou odpovídající impli​kace pro nosič).

(3)  x ( y ( ((q)(q ( x ( ( q ( y) ( ((q)((( q ( x ( ( q ( y) ( ((q)((q ( x ( q ( y) ( (((q)(q ( x ( q ( y) ( ( x ( y.

(4)  x ( y ( (x ( y ( y ( x) ( dle (3) (( x ( y ( ( y ( x) ( ((x ( y ( y ( x) ( ( x = y.

(5)  x ( y ( dle důkazu (3) ((q)((q ( x ( q ( y) ( ((q)((((q ( x ( q ( y) ( jako v důkazu (3) ( \\x ( y. (6) z (5) stejně jako (4) ze (3).

(7)  (( x ( y ( ((((q)(q ( x ( ( q ( y) ( ((q)(((q ( x ( ( q ( y) ( ((q)((( q ( x ( ( q ( y) ( \\ x ( y ( \\ x ( y.

(8)  x ( y ( ((q)[(q ( x ( ( q ( y) ( (q ( y ( ( q ( x)] (  ((q)[((( q ( x ( ( q ( y) (  (q ( y ( ((( q ( x)] ( \\x ( y. 

(9)  \\ x ( y ( ((q)[((( q ( x ( ( q ( y) ( (q ( y ( ( q ( x)] ( ((q)[(((q ( x ( ( q ( y) ( (q ( y ( ( q ( x)] ( ((q)[(((q ( x ( ( q ( y) ( (((q ( y ( ( q ( x)] ( ((((q)[(q ( x ( ( q ( y) ( (q ( y ( ( q ( x)] ( (( x ( y.

(10)  (( x = 0 ( x ( y) ( ((q)(((q ( x) ( ((q)(q ( x ( ( q ( y) ( ((q)(((q ( x) ( ((q)((( q ( x ( ( q ( y) ( ((q)((( q ( x ( ( q ( y) ( ((((q)(q ( x ( ( q ( y) ( (( x ( y.

(11) vyplývá z toho, že x ( \\ x  (bod (v) pozorování 1 oddílu 5.1.5) a monotonie ( vůči inkluzi (bod (i) pozorování 6 oddílu 4.3).

(12)  \\ x ( y ( ((q)((( q ( x ( q ( y) ( ((q)((( q ( x ( (( q ( y) ( ((q)(((q ( x ( q ( y) ( ((((q)(q ( x ( q ( y) ( ( x ( y.  QED
Poznámka 2:  Lze vidět, že graf platných implikací se rozpadá na dvě nezávislé kompo​nenty. První z nich obsahuje vlastnosti, které vyjadřují inkluzi, rovnost či překrývání (ří​kejme jim inkluzivní); druhá vlastnosti vyjadřující různost, disjunktnost (říkejme jim dis​junktivní). Lze si všimnout, že literály inkluzivních vlastností (nejen uvedené ve schématu, ale všechny – viz tabulka níže) se vyznačují sudým počtem „negativních“ znaků (, \, (, (, (, kdežto disjunktivní lichým.

Ekvivalenty jednotlivých vztahů uvedených v Obr. 5 a jejich význam v sémantice shrnuje následující tabulka 1. Hranatou odrážkou jsou vyznačeny ostré vlastnosti.

Tabulka 1a – Inkluzivní vztahy

	ekvivalenty
	význam v sémantice

	
	literály
	s operacemi
	fuzzy
	kripkovské

	· x = y
	
	x ( y = x ( y
	maximální (, že (x =( (y (tj. char. funkce až po hodnotu ( identické)
	odkdy víme rovnost

	· (( x = y


	
	
	char. funkce jsou po nenulovou hodnotu identické
	dozvíme se rovnost

	· ( x ( y 
	\\x = \\y

( \\x ( y

( \\x ( \\y
	x ( y = 0
	rovnost nosičů
	nikdy nenajdeme svědka pro různost


	· x ( y
	
	x ( y = x

x ( y = y


	maximální (, že (x (( (y
(char. funkce y až po hodnotu ( majorizuje char. funkci x)
	odkdy víme inkluzi

	· (( x ( y 
	
	
	aspoň trochu v inkluzi

(char. funkce majorizována po nenulovou hodnotu)
	dozvíme se inkluzi

	· ( x ( y  


	\\x ( \\y

x ( \\y
( x ( \\y

( \\x ( \\y

( \\x ( y
	x \ y = 0
	inkluze nosičů
	nikdy nenajdeme svědka přesahu

	· \\x = y

	
	
	nakolik je y nosičem x
	kdy se dozvíme, že y je mno​žina „skutečných“ prvků x


	· (( \\x = y

	
	
	y je po nenulovou hodnotu nosičem x

(řezy y jsou po nenulovou hod​notu nosičem x)
	dozvíme se, že y je množina „skutečných“ prvků x

	· \\x ( y

	
	
	po jakou hodnotu je nosič x majorizován char. funkcí y
	kdy se dozvíme, že y obsa​huje všechny „skutečné“ prvky x

	· (( \\x ( y


	
	
	nosič x je po nenulovou hodno​tu majorizován char. funkcí y
	dozvíme se, že y obsahuje všechny „skutečné“ prvky x

	· x ( y

	
	x ( y ( 0
	normalita průniku
	kdy najdeme společný prvek

	· \\ x ( y



	
	
	nakolik y zasahuje do nosiče x
	odkdy má y „skutečný“ prvek x

	· ( x ( y


	(( x ( y
( \\x ( y

( \\x ( \\y
	( x ( y = 0


	neprázdný průnik
	zda najdeme společný prvek


Tabulka 1b – Disjunktivní vztahy

	ekvivalenty
	význam v sémantice


	
	literály
	jiné
	fuzzy
	kripkovské

	· x ( y



	( x ( y
\\x ( y

\\x ( \\y


	x ( y = 0

(x ( y) \ x = y
x \ y = x
	disjunktní nosiče
	nikdy nenajdeme společný prvek

	· x ( y 

	x ( \\y
	x \ y ( 0
	normalita přesahu x mimo nosič y
	kdy najdeme svědka přesahu

	· (( x ( y

	( \\x ( \\y

( x ( \\y
(( x ( \\y

\\x ( \\y
(( \\x ( y


	
	nosič x aspoň trochu přesa​huje nosič y


	najdeme svědka přesahu

	· ( x ( y

	
	
	x není vůbec částí y

– char. funkce y nemajorizuje char. funkci x po žádnou ne​nulovou hodnotu

	nikdy se nedozvíme inkluzi



	· x ( y


	
	x ( y ( 0
	normalita vzájemných pře​sahů 
	kdy najdeme svědka různosti

	· (( x ( y

	( \\x = \\y

(( \\x ( y
	
	různost nosičů
	najdeme svědka různosti

	· ( x = y


	
	
	x není vůbec rovno y – char. funkce se rozejdou libovolně nízko85
	nikdy se nedozvíme rovnost86

	· ( \\x ( y

	
	
	char. funkce y nemajorizuje char. funkci nosiče x po žád​nou nenulovou hodnotu
	nikdy nezjistíme, že y obsa​huje všechny „skutečné“ prvky x

	· \\x ( y

	
	
	normalita symetrické​ho roz​dílu y a nosiče x
	kdy najdeme svědka, že y není množinou právě všech „skutečných“ prvků x

	· ( \\x = y

	
	
	y není ani kousek (odspodu) rovno nosiči x
	nikdy nezjistíme, že by y bylo právě množinou všech „sku​tečných“ prvků x


Poznámka 3:  Neekvivalentnost uvedených pojmů navzájem je možno ukázat množstvím jednoduchých protipříkladů. Není nutno ukazovat protipříklady pro všechny dvojice poj​mů, neboť neekvivalentnost ostrých a neostrých pojmů je zřejmá. Platí-li ( ( (, je proti​příklad ( ( ( zároveň protipříkladem ( ( ( a protipříklad k ( ( ( protipříkladem ( ( (. Dále protipříklad k (( ( (( je zároveň protipříkladem k (( ( ((. Ostatní po​třebné protipříklady lze snadno sestrojit dle popsané sémantiky jednotlivých literálů v ta​bulce 1, omezíme se proto na několik příkladů:

· neplatí x ( y ( x ( y, neboť pro disjunktní subnormální množiny je (x ( y( = 1. avšak (x ( y( < 1;
· neplatí ( x ( y ( (( x ( y (ani ( x ( y ( (( x = y), jak ukazuje příklad z pozn. 61, znázorněný na Obr. 3.

Poznámka 4:  Uvedené protipříklady ukazují, že existuje model G splňující axiomy rov​nosti, extenzionality a nosiče, v němž příslušné ekvivalence neplatí. Další axiomy GST (podle jejich konkrétní volby) by sice mohly dokazatelnost některých ekvivalencí přinést; protipříklady uvedeného druhu však lze sestrojit vždy, když není existence množin s přís​lušnými charakteristickými funkcemi axiomy zakázána. Protože množinově-teoretické axi​omy se většinou snaží existenci množin spíše postulovat, než zakazovat, může být ekviva​lentnost některých pojmů vynucena jedině případnými dodatečnými logickými axiomy omezujícími systém přípustných pravdivostních hodnot.

Tvrzení 1:  Pro ostré množiny je většina těchto vztahů ekvivalentních a schéma se redu​kuje na klasický případ (za stejných předpokladů jako ve Větě 1):
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Obr. 6 – Vztahy základních pojmů pro ostré množiny
Důkaz: Pro ostré množiny platí:

1. x = y  (  \\ x = y  (  ( x ( y,

2. x ( y  (  \\ x ( y  (  ( x ( y,
3. x ( y  (  ( \\ x ( y  (  ( x ( y.

Spolu se symetrickými případy a dvojitými negacemi to dává všechny ekvivalence, redu​kující Obr. 5 na Obr. 6. QED
5.3 Množinové operace

Teorie množin s dosud zavedenými predikáty a operacemi se prakticky nijak neliší od teo​rie tříd,
 která je de facto jen „překladem“ vlastností spojek predikátového počtu do ja​zyka třídových operací.
 Teorie množin (odlišných od tříd) ve vlastním smyslu začíná až s axiomy, které postulují náležení jedněch souborů prvků do druhých (nejen náležení atomů do souborů).
 Takovými axiomy jsou zejména axiomy dvojice, množinového nás​ledníka či potence; jiné axiomy, např. sjednocení množiny, takové soubory předpokládají. V této kapitole postupně jejich základní důsledky (bezespornost zajišťují ve všech přípa​dech modely klasické teorie množin).

5.3.1 Singleton

Axiom singletonu

((z)((q)(q ( z  (  q = x)

je jednou z instancí schématu komprehenze; příslušný komprehenzní term {q : q = x} budeme zkracovat {x}. Toto značení nicméně neznamená, že množina {a} obsahuje (ve fuzzy modelech) pouze jediné individuum a – obsahuje ve stupni ( rovněž všechny mno​žiny, které jsou a ve stupni ( rovny (viz Obr. 7: na vodorovnou osu vynášíme vzdálenost danou rovností, na svislou pravdivostní hodnoty). Je to však nejmenší množina, která ob​sahuje a ve stupni 1 (prvky rovné a ve stupni ( musejí v témž stupni náležet každé mno​žině obsahující a alespoň ve stupni (, jak vyplývá z oddílu 4.1.2.3); v teorii lze toto tvrzení vyjádřit triviálním pozorováním, že x ( y ( {x} ( y.
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Obr. 7 – Singleton

Pozorování 1:  {x} ( 0 (tj. každý singleton je normální množinou).

Důkaz:  Plyne triviálně z (R1):  x = x  (  x ( {x}  (  ((q)(q ( {x}).  QED
Pozorování 2:  {0} je ostrá množina: dle pozorování 1 oddílu 5.1.4 je x = 0 ( ( x = 0, tudíž x ( {0} ( ( x ( {0}.

Tvrzení 1:
(i) x = y  (  {x} = {y}
(ii) x = y  (  {x}({y}

(iii) ( x = y  (  {x} ( {y}

(iv) (( x = y  (  ( {x} ( {y}

Důkaz:  (i)  {x} = {y} ( ((q)(q = x ( q = y) ( (x = x ( x = y) ( x = y; obrácená impli​kace plyne z (LP).  (ii)  x = y ( ((q)(q = x ( q = y) plyne z lemmatu 1 oddílu 4.1.  (iii)  je přímým důsledkem (ii).  (iv)  Dle (i) a bodu (4) lemmatu 3 oddílu 5.2 je (( x = y ( (( {x} = {y} ( ( {x} ( {y}; naopak ( {x} ( {y} ( (dle bodů (3) a (9) lemmatu 2 téhož oddílu) \\ {x} = \\ {y} ( ((q)((( q = x ( (( q = y) ( ((( x = x ( (( x = y) ( (( x = y.  QED
Dle bodů (iii) a (iv) tedy nosiče singletonů tvoří (ostrý) rozklad univerza podle ekvivalence (( x = y (srv. oddíl 4.1.2.2; ve fuzzy sémantice \\ {a} zřejmě odpovídá 1-okolí a v ultra​metrice dané rovností).

Definice:  Je-li ( formule, lze z {x} = {q : q = x} vydělit množinu {q: q = x ( (}; takovou množinu nazveme redukovaný singleton a budeme značit {x / (}.
 (
Tvrzení 2: 

(i) {x / (} ( {x} 

(ii) {x / (} = {x}  (  (
(iii) {x / (} ( 0  (  (,   {x / (} = 0  (  ((
(iv) {x / (} ( {x / (} ( (( ( ()

(v) {x / (} = {x / (} (  (( ( ()

(vi) {x / (} ( {x / (} = {x / ( ( (},  {x / (} ( {x / (} = {x / ( ( (}

(vii) {x / (} \ {x / (} = 0 ( ((( ( ((()

Důkaz:  (i)  plyne přímo z definice.  (ii)  ((q)((q = x ( () ( q = x)  (  ((x = x ( () ( x = x)  (  (; obrácená implikace plyne z dokazatelnosti ( ( (((  ( q = x) ( q = x) v G.  (iii) {x / (} ( 0  (  ((q)(q ( {x / (})  (  ((q)(q = x ( ()  (  ( podle lemmatu 1 od​dílu 4.1; druhé tvrzení plyne znegováním obou stran z prvního;  (iv)  pokud ( ( (, pak q ( {x / (}  (  (q = x ( ()  (  (q = x ( ()  (  q ( {x / (};  (v)  vyplývá z (iv);  (vi)  je zřejmé z definice.  (vii)  Označme y = {x / (} \ {x / (} a nechť q se nevyskytuje ve ( a (; platí q ( y  (  ((q = x ( () ( ((q = x ( ())  (  (q = x ( ( ( (( q = x ( (())  (  (q = x ( ( ( ((); tedy dle lemmatu 1 oddílu 4.1 (((q)(q ( y)  ( (((q = x)(( ( (() ( ((( ( (() ( ((( ( ((().  QED
V důsledku (ii) je pro ( tautologii {x / (} = {x} a pro ( kontradikci {x / (} = {x / 0} = 0. Normalita {x / (} je podle (iii) pravdivost (. Stejně jako singletony, mohou i redukované singletony v modelech částečně obsahovat jiná individua než x (nicméně vždy částečně rovná x).

5.3.2 Dvojice

Komprehenzní term {q : q = x  (  q = y } k axiomu dvojice

((z)((q)(q ( z  (  (q = x  (  q = y))

budeme zkracovat {x, y}. Stejně jako v případě singletonu, může ve fuzzy modelu množina {a, b} částečně obsahovat prvky, které jsou částečně rovny x nebo y.

Tvrzení 1:
(i) {x} ( {x, y} = {y, x} = {x} ( {y}

(ii) {x} = {x, y}  (  x = y
(iii) {x, y} = {u, v}  (  ((x = u  (  y = v) ( (x = v  (  y = u))
Důkaz:  (i)  plyne triviálně z definice.  (ii)  ((q)(q = x ( (q = x ( q = y))  (  (x = x ( (x = x ( x = y))  (  x = y  dle (R1); druhá implikace vyplývá z (LP).

(iii)  Směr ( plyne z toho, že dle (LP) je (x = u  (  y = v) ( {x, y} = {u, v}, (x = v  (  y = v) ( {x, y} = {v, u} = {u, v}. Ve druhém směru je předpokladem

(1)
((q)((q = x ( q = y) ( (q = u ( q = v))

a (roznásobeným) závěrem (x = u ( x = v) ( (x = u ( y = u) ( (y = v ( x = v) ( (y = v ( y = u). Ukážeme, že (1) implikuje každý z těchto čtyř konjunktů. První konjunkt získáme dosazením x za q do (1): z reflexivity rovnosti a (x = x ( x = y) ( (x = u ( x = v) plyne (x = u ( x = v). Druhý konjunkt získáme konjunkt dosazením u za q do (1): (u = x ( u = y) ( (u = u ( q = v), tj. (u = x ( u = y); podobně třetí konjunkt dosazením v a čtvrtý dosaze​ním y do (1) za q. QED

Stejně jako v klasické teorii je pomocí sjednocení
 možno pro každé metamatematické přirozené číslo n nazývat (neuspořádanými) n-ticemi množiny x ( {y}, kde x je neuspořá​daná (n ( 1)-tice, a značit je {x1, …, xn} = {q : q = x1 ( … ( q = xn}. Podobně jako u sing​letonů, můžeme definovat redukovanou n-tici jako {x1 / (1, …, xn / (n} =df {q : (q = x1 ( (1) ( … ( (q = xn ( (n)} = {x1 / (1} ( … ( {xn / (n} ( {x1, …, xn}.

Poznámka:  Přestože redukované n-tice odpovídají do značné míry konečným fuzzy mno​žinám aplikační praxe (viz např. [Novák86, kap. 2]) a mají i podobné vlastnosti, v aplikacích se obvykle nepředpokládá, že rovnost množinám xi není ostrá, a že tudíž čás​tečnými prvky {x1 / (1, …, xn / (n} mohou být i prvky částečně rovné x1, …, xn.

5.3.3 Sjednocení

Axiom sjednoceni množiny

((z)((q)(q ( z  (  ((y ( x)(q ( y))

umožňuje zavést funktor (x = {q : ((y ( x)(q ( y)}.

Tvrzení 1:
(i)  ({x, y} = x ( y

(ii)  x ( y  (  (x ( (y
Důkaz:  (i)  q ( ({x, y} ( ((u)(u ( {x, y} ( q ( u) ( ((u)((u = x ( u = y) ( q ( u) ( (((u)(u = x ( q ( u) ( ((u)(u = y ( q ( u)) ( (dle lemmatu 1 oddílu 4.1) q ( x ( q ( y ( q ( x ( y.  (ii)  Za předpokladu ((w)(w ( x ( w ( y) je q ( (x ( ((w)(q ( w ( w ( x) ( ((w)(q ( w ( w ( y) ( q ( (y. QED

Tvrzení 2:  Ve fuzzy sémantice (+-řez (a je sjednocením (+-řezů množin z (+-řezu a.

Důkaz:  (c ( (a( > (  iff  supb min((c ( b(, (b ( a() > (  iff  existuje b takové, že min((c ( b(, (b ( a() > (  iff  existuje b takové, že (c ( b( > ( a (b ( a( > (  iff  existuje b náležící (+-řezu a takové, že c náleží (+-řezu b  iff  c náleží (+-řezu sjednocení (+-řezů a. QED

5.3.4 Průnik

Obdobně pro průnik množiny zavedeme funktor (x = {q : ((y ( x)(q ( y)}. Protože tri​viálně (0 = V, je třeba předpokládat neprázdnost x, aby byl průnik x množinou. Pro neprázdnou x plyne existence průniku z axiomů vydělení a nosiče: jestliže ( x = 0, tj. ((u)((( u ( x), pak ((u)((x ( \\ u), neboť q ( (x ( ((y)(y ( x ( q ( y) ( ((y)((( y ( x ( (( q ( y), tedy (( u ( x ( q ( \\ u.
Tvrzení 1:
(i)  ({x, y} = x ( y


(ii)  x ( y  (  (y ( (x


(iii)  ((u, v)((( u ( x ( (( v ( x ( u ( v)  (  (x = 0


(iv)  (( 0 ( x  (  (x = 0

Důkaz:  (i)  q ( ({x, y}  (  ((w ( {x, y})(q ( w)  (  ((w)((w = x ( w = y) ( q ( w)  (  ((w)(w = x ( q ( w) ( ((w)(w = y ( q ( w)  ( (dle lemmatu 1 oddílu 4.1)  q ( x ( q ( y  (  q ( x ( y.  (ii)  Za předpokladu ((w)(w ( x ( w ( y) je q ( (x ( ((w)(w ( y ( q ( w)  (  ((w)(w ( x ( q ( w)  (  q ( (x.  (iii)  Nechť (( u ( x, (( v ( x, u ( v; přivedeme ke sporu q ( (x:  ((y ( x)(q ( y) ( ((q ( u ( u ( x) ( (q ( v ( v ( x)) ( (q ( u ( (( u ( x ( q ( v ( (( v ( x) ( (q ( u ( q ( v),
 což je spor s u ( v.  (iv)  Pro​tože 0 je disjunktní s každou množinou (tedy i sama se sebou), je (iv) speciálním případem (iii).  QED

Tvrzení 2:  Ve fuzzy sémantice je (-řez průniku ostré množiny a průnikem (-řezů prv​ků a.

Důkaz:  (c ( (a( ( (  iff  infb (b ( a ( c ( b( ( (  iff pro všechna b je (b ( a ( c ( b( ( (  iff (je-li a ostrá)  pro všechna b náležející a je (c ( b( ( (  iff  pro všechna b náležející a je c prvkem (-řezu b  iff  c je prvkem průniku (-řezů všech prvků a. QED
5.3.5 Potence

Na základě axiomu potence

((z)((q)(q ( z  (  q ( x)

zavedeme funkci ((x) = {q : q ( x}.

Tvrzení 1: 

(i) ((x)  (  \\ ((x)  (  ((\\ x)  =  \\ ((\\ x)

(ii) x ( y  (  ((x) ( ((y)
(iii) 0 ( ((x),   x ( ((x)

(iv) x ( y  (  {x} ( ((y)

Důkaz:  (i)  plyne z implikací dokázaných v oddílu 5.2:  x ( y  (  (( x ( y  (  x ( \\ y ( (( x ( \\ y;  (ii)  plyne z tranzitivity inkluze: q ( x ( y ( q ( y.  (iii)  0 je částí každé množiny (5.1.4 pozorování 2) a každá množina je svou částí (4.3 pozorování 2).  (iv)  Za předpokladu x ( y pro libovolné q platí q ( {x} ( q = x ( q ( y, tedy {x} ( y.  QED
Značení:  Označme 1 =df {0} a 2 =df {0, {0}} (viz dále oddíl 6.2.1).

Pozorování 1:  ((0) = 1, neboť (dle pozorování 2 oddílu 5.1.4 a definice singletonu) x ( 0 ( x = 0 ( x ( {0}.

Pozorování 2:  ((1) = {q : q ( 1} = {q : ((w ( q)(w = 0)}; ((1) je tedy ostrá množina (neboť w = 0 je ostrá vlastnost, viz 5.1.4 pozorování 1). Platí 2 ( ((1), neboť zřejmě 0 ( {0} ( {0} ( {0}; z předpokladu 2 = ((1) však vyplývá zákon vyloučení třetího.

Důkaz:  Je-li ( libovolná formule, pak {0 / (} ( {0}, tedy {0 / (} ( ((1). Odtud ((1) = 2 ( {0 / (} ( 2 ( {0 / (} ( {0, {0}} ( ({0 / (} = 0 ( {0 / (} = {0}) ( (( ( ( dle bodů (ii) a (iii) tvrzení 2 oddílu 5.3.1. QED 

Poznámka:  Množiny {0 / (}, které jsou prvky ((1), lze neformálně chápat jako pravdi​vostní hodnoty modelované uvnitř teorie: {0 / (} zastupuje pravdivostní hodnotu (  v tom smyslu, že {0 / (} obsahuje pouze 0 ve stupni (;
 pravdivost ( je ekvivalentní {0 / (} = 1 a ( ( ( je ekvivalentní {0 / (} ( {0 / (}.

5.4 Další axiomy teorie množin

Vedle dosud zmíněných axiomů je možno přijmout podle vzoru klasické teorie množin další axiomy ​– nekonečna, nahrazení, fundovanosti, výběru aj. – které zde pouze stručně zmíníme (tento oddíl je možno chápat spíše jako přehled námětů pro další průzkum).

Axiom nekonečna bude dále zmíněn v souvislosti s přirozenými čísly. Formulace schématu nahrazení vyžaduje diskusi podmínky, kdy je možno formuli ((u, v) smysluplně chápat jako „zobrazení“ (srv. též [Grayson79] pro diskusi různé síly schémat kolekce a nahrazení v intuicionistické teorii množin).

Axiom fundovanosti v klasické podobě existence (-minimálních prvků neprázdných mno​žin implikuje vyloučení třetího;
 v G ostatně vyžadování existence (tj. „ve stupni 1“) (‑minimálního prvku nevystihuje představu fundovanosti univerza, neboť (-minimální prvek může do množiny patřit v menším stupni.
 Vhodnou podobou axiomu fundovanosti v GST je schéma (-indukce, které umožňuje mj. zavedení ranku množin při vhodné defi​nici ordinálních čísel (již v IL, viz [Powell75, §1] a 6.2.2).

Podobně axiom výběru v klasické formulaci vynucuje vyloučení třetího;96 vhodným ekvi​va​lentem pro GST je Zornovo lemma ([Grayson79]).

Vedle dalších možných silných axiomů teorie množin (jako např. axiom konstruktivnosti univerza apod.), které zde již nebudeme diskutovat, je možno uvažovat také o slabých axi​omech vhodných pro práci ve slabé teorii množin nad G. Kromě již zmíněných axiomů (E() a normality (4.1.4 a 5.1.4) je možno uvažovat např. o axiomu nesubuniverzality ((q)(( q ( x) (srv. 5.1.3) či axiomu existence ostrých množin ((z)((q)(q ( z ( ( q ( z). Tyto axiomy jsou dokazatelné při přítomnosti silnějších axiomů. 

Obecně je při přijímání dalších axiomů možno zvolit jednu ze dvou strategií:

a) Za axiomy volit takové formule, které jsou dokazatelné v klasické teorii množin.

Ve fuzzy sémantice může tento přístup být zdůvodněn tím, že GST má zobecňovat klasickou teorii připuštěním neostrých množin (přičemž klasická teorie se zákonem vyloučení třetího správně popisuje univerzum, jsou-li shodou okolností všechny uvažované fuzzy množiny ostré). V kripkovské sémantice (vykládané jako postup​né odhalování platných tvrzení) zdůvodnění poskytuje předpoklad, že objevujeme „objektivní“ vlastnosti množin, které se snaží (z „vševědoucího pohledu“) popiso​vat právě klasická teorie množin.

Budou-li axiomy GST voleny takto, bude tím zároveň zaručena relativní bezespor​nost vůči klasické teorii (model klasické teorie bude zároveň modelem GST); ne​bude tím však automaticky zaručena netriviálnost GST (tj. neodvoditelnost zákona vyloučení třetího, jenž by ji na klasickou teorii redukoval).

b) Volit i axiomy nedokazatelné či neslučitelné s klasickou teorií – např. „axiom neos​trosti“ ((x)((y)(((q ( x)((( q ( y) ( (((q ( x)(q ( y)).

Tento přístup lze naopak zdůvodnit tím, že v GST chceme mít zajištěno, že nepopi​sujeme univerzum ostrých, ale neostrých množin (které mají jiné vlastnosti než množiny ostré, musí proto pro ně platit jiné axiomy). Platnost klasických axiomů pak můžeme vyžadovat pouze ve třídě všech ostrých (či dědičně ostrých) množin.

Při této volbě je sice zaručena netriviálnost GST, pro důkaz bezespornosti je však nutno ukázat model (v případě dosud diskutovaných axiomů postačuje model uká​zaný v [TT84, §2]). 

6 Modely matematických pojmů v GST

Teorie množin je nejen matematickou teorií speciálních objektů (množin), nýbrž slouží také jako základ zbytku matematiky – je teorií, v níž lze formalizovat ostatní matematické disciplíny a modelovat v ní jejich objekty. Úkolem GST by tudíž mělo být i modelování základních matematických pojmů, jako jsou např. přirozená čísla.

Narozdíl od klasické teorie, kde jsou vlastnosti modelovaných matematických pojmů dobře známy, však není v případě GST (chápeme-li ji jako základ fuzzy matematiky) zcela zřej​mé, jaké přesně vlastnosti od těchto matematických pojmů (např. fuzzy čísel) očeká​váme. Množinová definice tak je spíše vlastním zavedením těchto matematických pojmů, než jen modelováním již dobře známých matematických objektů s vypracovanou vlastní teorií. Vlastnosti těchto množinových modelů
 je možno do značné míry považovat za vlastnosti těchto objektů jako takových.
 Zejména v těchto případech je proto třeba, aby příslušné definice co nejlépe vystihovaly alespoň ty intuice, které o těchto objektech již máme, a aby co nejpřirozeněji vyplývaly z výstavby teorie množin. 

6.1 Uspořádané dvojice

A priori není jasné, zda klasická definice uspořádané dvojice (x, y( jako množiny {{x}, {x, y}} dobře vystihuje pojem uspořádané dvojice i v teorii nad slabší logikou. Prozkou​mejme proto konstitutivní vlastnosti tohoto pojmu:

Za axiom uspořádané dvojice pro definici abstrakcí (oddíl 1.3.2) lze smysluplně považo​vat:

(OP)
Ke každým dvěma objektům (po řadě) x, y existuje (právě jeden) objekt „uspořá​daná dvojice (x, y(“, přičemž dvě uspořádané dvojice se sobě rovnají, právě když se po řadě rovnají jejich složky (tj. když platí (x1, y1( = (x2, y2(  (  x1 = x2 ( y1 = y2).

Přidáním primitivního pojmu „uspořádaná dvojice“ a uvedeného axiomu ke GST by bylo možno považovat za adekvátní vystižení intuitivního pojmu uspořádané dvojice.
 Ob​vyklý množinový model funktoru (·, ·( však splňuje tento axiom i ve velmi slabé GST (pouze s axiomy rovnosti, extenzionality a dvojice – viz lemma 1), proto lze uspořádanou dvojici definovat stejně jako v klasické teorii:

Definice 1:  Uspořádaná dvojice množin x, y je množina (x, y( =df {{x}, {x, y}}. (
Lemma 1:  (x1, y1( = (x2, y2(  (  (x1 = x2  (  y1 = y2)
Důkaz:  Směr zprava doleva je přímým důsledkem (LP), obrácená implikace je (ve tvaru, který je v G ekvivalentní dokazovanému) dokázána nad BL v [Hájek00d].
 QED

Pomocí uspořádaných dvojic lze běžným způsobem definovat uspořádané n-tice, kartézský součin, relace a ostatní obvyklé pojmy. Uveďme pouze ty, které budeme dále potřebovat:

Definice 2:  Pro množiny (či třídy) X, Y definujeme kartézský součin X ( Y = {q : ((x, y)(q = (x, y( ( x ( X ( y ( Y)}. Binární relací na X rozumíme každou podmnožinu X ( X. (
Pozorování 1:  Lze dokázat běžné vlastnosti kartézského součinu, např. X ( 0 = 0 ( X = 0, {x} ( {y} = {(x, y(} apod. Kartézský součin dvou množin x, y je množina – stejně jako v klasické teorii je podmnožinou ((((x ( y)), jak se snadno ukáže s využitím bodu (iv) tvrzení 1 oddílu 5.3.5 a obdobného tvrzení pro dvojice.

Poznámka 1:  Kartézský součin X ( Y  je obecně neostrá množina (třída), a to i v případě ostrých X, Y: „částečně“ do něj patří množiny, které jsou „částečně rovny“ uspořádaným dvojicím z X ( Y (pro x ( X, y ( Y je např.  {{x} / (, {x, y}} = (x, y(  (  ().

Poznámka 2:  Relace zastupují predikáty uvnitř teorie, je tedy možno obvyklým způso​bem definovat vlastnosti zavedené v oddílu 3.2.3 pro relace jakožto objekty teorie.

6.2 Čísla

6.2.1 Přirozená čísla

Motivaci pojmu přirozeného čísla v klasické matematice můžeme chápat například takto: přirozená řada čísel zastupuje počítané předměty, tj. přidávané do souboru jeden po dru​hém. Přidávané předměty musí být navzájem různé: přidáním předmětu, který již v soubo​ru je, nepřecházíme k následujícímu číslu, nýbrž zůstáváme na stejném počtu.

V neostrém případě lze chápat odpočítávanou řadu podobně; je však nutno vzít v úvahu možnost, že jednotlivé předměty jsou částečně totožné. Tak jako v ostrém případě přidá​ním předmětu, který již v souboru je, nepřecházíme k následujícímu číslu, ani u neostré totožnosti není přidání prvku, který již v souboru částečně je, vhodné pokládat za přechod k následujícímu počtu (přidání zcela různého předmětu by intuitivně mělo přidat víc). Po​dobně ani v kripkovské motivaci bychom neměli přidávat předmět, o němž se někdy do​z​víme, že v souboru již byl.

Cílem obvyklé
 definice následníka x je přidat k x prvek zcela různý od všech prvků x; (‑indukcí (viz oddíl 5.4) lze dokázat, že takovým prvkem je například právě sama mno​žina x:

Tvrzení 1:  ( x ( x
Důkaz:  Dokážeme předpoklad (-indukce, tj. ((y ( x)(( y ( y) ( ( x ( x, tj. (((y ( x)(y ( y) ( ( x ( x; stačí ukázat x ( x ( ((y ( x)(y ( y), což platí triviálně (takovým y je např. x); (-indukcí dostaneme ((x)(( x ( x). QED
Definicí x + 1 =df x ( {x} tedy přidáváme k x prvek zcela různý od všech dosavadních, což lze považovat za dobré vystižení pojmu následníka. Prázdná množina neobsahuje žádný prvek, a zastupuje tak v teorii prázdný soubor předmětů, od nějž začíná počítání; je tedy vhodným reprezentantem čísla nula. Množiny 0 + 1 = {0}, (0 + 1) + 1 = {0, {0}}, ((0 + 1) + 1) + 1 = {0, {0}, {0, {0}}} atd. lze tedy chápat jako adekvátní modely čísel 1, 2, 3, … (takto je budeme nadále označovat). Metamatematickou induktivní definicí tedy umíme definovat modely jednotlivých metamatematických přirozených čísel podobně jako v klasické teorii.
 Tyto modely jsou evidentně množinami všech předcházejících čísel;
 pro definici množiny všech přirozených čísel v teorii lze proto postupovat jako v [TT92, 2.2]: definujeme pojem být následníkem suc(x) (df (x = 0 ( ((y)(x = y + 1)) a přirozená čísla definujeme jako dědičné následníky, tj. Hsuc(x) (df (suc(x) ( ((y ( x)(suc(y))); zřejmě platí Hsuc(0), Hsuc(x) ( Hsuc(x + 1). Pro takto zavedená čísla lze (‑indukcí dokázat princip (-indukce a linearitu jejich uspořádání;
 v důsledku tvrzení 1 platí x ( x + 1.

Třídu všech dědičných následníků označme (. Motivací axiomu nekonečna ((z)(0 ( z ( ((x ( z)(x + 1 ( z)) je mj. zajistit, aby tato třída byla množinou ((-indukcí lze zřejmě do​kázat, že každý dědičný následník je prvkem z, tedy ( lze ze z vydělit).

Příklad:  {0 / (} ( (  (  (( ( (()

Důkaz:  Implikace zprava doleva vyplývá přímo dle (LP) z toho, že {0 / (} = 0 ( ((, {0 / (} = 1 ( ( a zřejmě 0 ( (, 1 ( (. Dokažme i obrácenou implikaci: Podle definice dě​dičného následníka je Hsuc({0 / (}) ( (suc({0 / (}) ( ((y ( {0 / (})(suc(y))). Druhý konjunkt je pravdivý, neboť {0 / (} nemá jiné prvky než 0, která je definitoricky následní​kem. První konjunkt je dle definice následníka {0 / (} = 0 ( ((y)({0 / (} = y + 1). Dle tvr​zení 2 oddílu 5.3.1 je první disjunkt ekvivalentní ((. Protože pro jakékoli neprázdné y je ( {0 / (} = y + 1, druhý disjunkt je ekvivalentní {0 / (} = 0 + 1, tedy (. QED
Důsledek:  Ostrost ( implikuje vyloučení třetího.

6.2.2 Ordinální čísla

Intuicionistická ordinální čísla jsou podrobně rozpracována v [Powell75] a [Grayson79]. Důvody pro volbu jejich definice i důkazy jejich základních vlastností jsou platné i pro GST, proto je zde jen stručně zopakujeme:

Požadovat všechny definiční vlastnosti klasických ordinálů (dědičnou tranzitivnost a linea​ritu (, či existenci (-minimálních prvků) znamená trivializovat teorii na klasickou [Gray​son79, kap. 1.2]. Proto je nutno rozhodnout, které z klasických vlastností ordinálů jsou nejpodstatnější, a to zejména podle jejich role v klasické teorii. V případě ordinálů je to nejspíše role ranku při transfinitní rekurzi. To lze zajistit definicí ordinálu jako tranzitivní množiny tranzitivních množin [Powell75, §1]: pak má každá množina ordinálů supremum (které je jejím sjednocením) a lze definovat rank(x) = supy ( x (rank(y) + 1). Pomocí funkce rank lze obvyklým způsobem definovat kumulativní hierarchii množin, provádět důkazy rekurzí podle ranku a definovat součet, součin a mocninu ordinálů.

Z těchto důvodů budeme za vhodnou pro GST považovat právě definici ordinálu jako tranzitivní množiny tranzitivních množin:

Definice:  Množina x je tranzitivní  (df  ((y ( x)(y ( x), píšeme Trans(x). Množina x je ordinál  (df  Trans(x) ( ((y ( x)(Trans(x)); třídu všech ordinálů značíme Ord. (
O takto zavedených ordinálech nelze dokázat, že se shoduje jejich uspořádání inkluzí a náležením; že libovolné z těchto uspořádání je lineární, ani že každá množina ordinálů obsahuje nejmenší prvek: každá z těchto vlastností má za důsledek vyloučení třetího.107 Další vlastnosti ordinálů jsou podrobně uvedeny v [Grayson79, 1.2–3].

Pozorování 1:  Zřejmě platí Trans(0) a snadno se ukáže Trans(x) ( Trans(x + 1). Pomocí (‑indukce (viz předchozí oddíl) tedy dostaneme ((x ( ()Trans(x), tj. každé přirozené číslo je tranzitivní množina. Protože (‑indukcí lze ukázat, že každé přirozené číslo je částí (, je také ( tranzitivní množina.

Pozorování 2:  Podobně lze ukázat 0 ( Ord, x ( Ord ( x + 1 ( Ord, tedy (‑indukcí lze dokázat ( ( Ord (každé přirozené číslo je ordinál). Z pozorování 1 vyplývá, že také ( ( Ord, a tedy ( + 1, ( + 2, … ( Ord.

Příklad:  {0 / (} ( Ord, neboť {0 / (} je tranzitivní (její jediný prvek 0 je její částí) a její jediný prvek 0 je tranzitivní. Přitom dle příkladu v předchozím oddílu {0 / (} ( ( ( (( ( ((). Ne každý „malý“ ordinál je tedy nutně přirozeným číslem.
, 

6.2.3 Kardinální čísla

V této podkapitole uvedeme několik z možných přístupů k porovnávání velikostí množin v GST.

Fakt, že množina obsahuje alespoň jeden prvek, vyjadřuje v klasické teorii přímo exis​tenční kvantifikátor; je tedy možno definovat predikát alespoň-jednoprvková(x) (df ((y)(y ( x). V teorii neostrých množin lze stupeň pravdivosti tohoto predikátu chápat jako míru, nakolik lze o množině x tvrdit, že je aspoň jednoprvková (v kripkovské motivaci tento pre​dikát vyjadřuje časový okamžik, od něhož víme, že množina obsahuje alespoň jeden pr​vek). Podobně za stupeň „alespoň dvouprvkovosti“ lze vzít pravdivost výroku, že existují prvky y1, y2 ( x; protože však je třeba vyloučit případ y1 = y2, je třeba navíc požadovat ( y1 = y2. Stejným způsobem můžeme pro libovolné metamatematické přiro​ze​né číslo n > 0 definovat predikát

alespoň-n-prvková(x)  (df  ((y1 ( x)…((yn ( x)((i ( j, i ( n, j ( n (( xi = xj)(.

Protože za „prototypy“ n-prvkových množin lze považovat n-tice zavedené v oddílu 5.3.2, lze pro metamatematické číslo n > 0 definovat predikát

n-prvková(x)  (df  ((y1)…((yn)(x = {y1, …, yn} ( (i ( j, i ( n, j ( n (( yi = yj)).

Přestože tyto predikáty jsou neostré (platí např. 1-prvková({0 / (}) ( (), jsou založeny na klasickém metamatematickém pojmu přirozeného čísla a neumožňují porovnávání jiných než „velmi malých“ fuzzy množin. Je proto žádoucí mohutnosti množin definovat nějakým jiným způsobem uvnitř teorie. Běžná definice kardinalit jako určitých ordinálních čísel („alefů“) sice je možná i v intuicionistické teorii množin [Powell75, §1, p. 224]; není však zřejmé, že taková definice vystihuje intuitivní pojem mohutnosti množiny.

Při výběru vhodné definice je třeba uvážit konstitutivní vlastnosti pojmu mohutnosti. Chá​peme-li mohutnost tak, jak byla pro množiny zavedena Cantorem,
 je možno ji definovat abstrakcí jako to, co sdílejí množiny, mezi nimiž existuje bijekce.

Použití bijekcí a prostých zobrazení vyžaduje diskusi jejich vhodné definice. Kardinality však lze naznačeným způsobem zavést bez ohledu na to, jaká je konkrétní definice bijekce či zobrazení: stačí předpokládat, že je pomocí něj definován vztah dvou množin x ( y, který je ekvivalencí. Pro účely následujících příkladů zaveďme tyto pojmy například takto:

Definice 1:  Definiční obor  dom(R) =df {x : ((y)((x, y( ( R)},  obor hodnot  rng(R) =df {y : ((x)((x, y( ( R)}. (
Definice 2:  Binární relace F je zobrazením  (df  ((x, u, v)(((x, u( ( F ( (x, v( ( F) ( u = v). (
Definice 3:  Binární relace F je prostá  (df  ((x, y, u)(((x, u( ( F ( (y, u( ( F) ( x = y). (
Definice 4:  Binární relace F je prostým zobrazením (píšeme Fnc1(F))  (df  F je prostá  (  F je zobrazením. Prosté zobrazení F takové, že dom(F) = x, rng(F) = y nazýváme bijekcí mezi x a y. (
Pozorování 1:  Z lemmatu 1 oddílu 4.1.1 vyplývá, že definice 2–4 jsou ekvivalentní defi​ni​cím ((x, y, u, v)(((x, u( ( F ( (y, v( ( F) ( (x = y ( resp. ( resp. ( u = v)).

Definice 5:  x ( y  (df  ((F)(Fnc1(F) ( dom(F) = x ( rng(F) = y)

Definice 6:  x ( y  (df  ((F)(Fnc1(F) ( dom(F) = x ( rng(F) ( y)

Příklad 1:  {x} ( {y}. K důkazu stačí podle definice snadno ověřit, že {(x, y(} je bijekcí mezi {x} a {y}.

Příklad 2:  0 ( x, neboť z definice 4 snadno plyne, že prázdná množina je prostým zobra​zením a že dom(0) = rng(0) = 0 ( x (v definici 6 tedy stačí volit F = 0).
Poznámka 1:  Obvyklým způsobem je možno definovat identické zobrazení, inverzní zob​razení a skládání zobrazení, a ukázat, že identita, inverzní zobrazení k bijekci a složení bijekcí je bijekce, tedy že ( je ekvivalencí a ( preuspořádáním.

Nyní lze zavést nový obor objektů-kardinalit, přidat k teorii nový primitivní funktor Card přiřazující množině její kardinalitu a axiomy

(1)
Card(x) = Card(y)  (  x ( y,

(2)
Card(x) ( Card(y)  (  x ( y.

Případně lze dále definovat obvyklým způsobem operace s kardinalitami, např. Card(x) ( Card(y) = Card(x ( y) apod.

Pozorování 1:  Protože pojmy definované v definicích 1–5 jsou obecně neostré, je obecně neostrá i rovnost a porovnání kardinalit.

Poznámka 2:  Zavedení kardinalit jako nového primitivního pojmu zajisté neřeší otázku jejich modelování v univerzu množin (srv. 1.3.2). Je možno hledat vhodnou třídu množin (např. ordinálů), jež by mohla sloužit jako obor proměnných pro kardinály splňující axi​o​my (1)–(2), a zkoumat, za jakých předpokladů taková třída existuje. Nicméně i kardinály zavedené jako výše (a v mnoha případech i jen samotné relace (, () umožňují rozvíjet běžné pojmy teorie množin – např. definovat spočetné (resp. nejvýše spočetné) množiny jako taková x, pro která x ( ( (resp. x ( (), definovat mohutnost kontinua jako Card(((()) atd.
7 Závěr

7.1 Hlavní rysy teorie množin v Gödelově logice

Přestože předložená práce mohla pokrýt detailněji pouze nejzákladnější množinově-teoretické pojmy (a u pokročilejších partií podat pouze neúplný přehled či nástin), některé rysy teorií množin budovaných v G se zřetelně ukazují již na těchto elementárních po​j​mech. Ve vyhraněné podobě mohou být shrnuty takto:

Obvyklým způsobem budovaná teorie množin nad G není vlastně axiomatickou teorií fuzzy množin (nanejvýš jejím fragmentem), neboť nevystihuje adekvátně intuice o fuzzy množi​nách a jejich aplikační praxi; chybí jí k tomu především vyjadřovací prostředky pro větší vládu nad systémem pravdivostních hodnot. Je spíše speciální variantou intuicionistické či modální teorie množin a jako taková má přirozenější interpretaci.

Tuto tezi se pokusím podpořit argumenty založenými na výsledcích předchozích kapitol.

7.1.1 GST jakožto fuzzy teorie množin

Pro tvrzení, že GST nevystihuje adekvátně intuice o fuzzy množinách a neodpovídá jejich použití v aplikacích, lze podat následující argumenty:

· Rovnost množin.
Zopakujme, že rovnost množin je neostrý predikát – jeho ostrost by implikovala ostrost náležení a trivializovala teorii na klasickou (oddíl 4.1.1 a [Hájek00c]). Jednou z přija​​telných představ o fuzzy množinách je, že stupeň jejich rovnosti vyjadřuje v nějakém smyslu blízkost jejich charakteristických funkcí: nepatrná změna charakte​ristické funk​ce by měla vést k množině téměř totožné s původní množinou, tj. s jen málo sníženým stupněm rovnosti obou množin.

Jak bylo ukázáno v oddílu 4.1.2.1, v GST je stupeň rovnosti majorizován maximem hla​din, pod nimiž se charakteristické funkce obou množin shodují.
 To však neodpo​vídá popsané intuici o rovnosti dvou fuzzy množin, neboť tu nezáleží na blízkosti jejich charakteristických funkcí, nýbrž na stejném průběhu v oblasti nízkých hodnot: i nepa​tr​ný rozdíl charakteristických funkcí na nízkých hladinách vede k velmi malému stupni rovnosti obou množin.

Je sice pravda, že běžným intuicím o fuzzy množinách vyhovuje více možných metrik blízkosti charakteristických funkcí;
 přijatelné metriky dokonce mohou (tak jako rov​nost v GST) dávat odchylkám charakteristických funkcí jinou váhu v oblasti vysokých a nízkých hladin. Předpokládáme-li však, že z prvků fuzzy množiny jsou „důležitější“ ty, které do ní patří více,
 jsou s tím vlastnosti rovnosti v GST v příkrém rozporu: je to právě rozdíl na těch prvcích, které do jedné z množin patří málo, co drasticky snižuje pravdivostní hodnotu rovnosti.

· Doplněk množiny.

Podobně přirozenou představou o fuzzy množinách je, že patří-li nějaké prvky do fuzzy množiny A velmi málo (např. ve stupni jedna miliardtina), měly by do jejího množino​vého doplňku
 patřit téměř úplně. V GST však prvek, který do A patří v libovolně ma​lém nenulovém stupni, již vůbec nepatří do jejího doplňku.

Rovněž lze vidět jako poněkud nepřirozené, že (za předpokladu ostré základní mno​žiny) doplňkem neostré fuzzy množiny je množina ostrá.

· Nevyjádřitelnost některých fuzzy pojmů.
Viděli jsme rovněž (5.1.4, 5.1.5), že ostré jádro množiny či ostrou vlastnost „být nor​mální množinou“, které se používají v aplikacích fuzzy množin (např. [Novák86]), ne​lze v G zavést.

Tyto rysy GST přitom nejsou důsledkem speciální volby její výstavby:

· sémantika rovnosti je dána již axiomy rovnosti (4.1.2);

· zmíněná vlastnost doplňku je dána pouze jeho definicí coby třídové operace odpo​ví​dající negaci;

· nedefinovatelnost jádra vyplývá ze samotné definice fuzzy sémantiky G (2.2.2, 5.1.5).

Eliminace těchto rysů by tedy byla možná pouze v případě radikálně odlišné výstavby teo​rie množin nad G, vyznačující se jinými nezvyklými vlastnostmi – nesubstituovatelností salva veritate při rovnosti či nedefinováním třídových operací na základě odpovídajících logických spojek.

Pojmy, které by popsané intuitivní vlastnosti rovnosti a doplňku splňovaly, v GST princi​piálně nelze zavést, neboť G neumožňuje vyjádřit poměr ani rozdíl pravdivostních hodnot (nýbrž pouze uspořádání a suprema – 2.2.2). Prostředky G tedy nelze vyjádřit, že prvek patří do množiny ve velmi malém stupni (splňující ohodnocení lze vždy změnit tak, že má stupeň velmi vysoký).

Jestliže hlavní motivací logiky BL (i jiných fuzzy logik) je poskytnout „background theory“ pro fuzzy množiny, lze z toho uzavřít, že sama G vlastně není plnou fuzzy logikou v tomto slova smyslu. Chápeme-li fuzzy logiku jako podkladovou logiku pro teorii fuzzy množin, je G v dosti významném slova smyslu příliš chudá. (Tím spíše to platí pro samot​nou BL.) G či BL je z tohoto hlediska nutno chápat pouze jako matematicky pěkný fragment „skutečné“ fuzzy logiky,
 na nějž se omezujeme z důvodu jeho jednoduchosti a speciálních vlastností.

V aplikacích může mít nicméně GST velký význam v situaci, kdy povaha modelovaného problému neumožňuje stanovit na množině pravdivostních hodnot vůbec žádnou poměro​vou či rozdílovou škálu. Nezbývá-li, než se omezit na pouhé porovnávání pravdivostních hodnot, pak

· G (případně rozšířená o operátor (, 2.2.1) je vhodnou fuzzy logikou, neboť s jinými operacemi nepracuje,

· uvedené námitky proti rovnosti a doplňku ztrácejí své opodstatnění, neboť nelze ur​čit, které prvky patří do množiny „velmi málo“,

· rovnost a doplněk, které by byly založeny na rozdílu hodnot, ani není jak zavést.

GST lze proto považovat za axiomatickou teorii fuzzy množin vhodnou právě pro tyto si​tuace.

7.1.2 GST v kripkovské sémantice

Na rozdíl od fuzzy sémantiky GST, příklady uváděné v předchozím oddílu mají v krip​kov​ské sémantice (interpretované jako „informační stavy“) dobrý smysl:

· Rovnost množin.
Rovnost vyjadřuje okamžik, od něhož dále se již prvky dvou množin neliší. Pokud mezi nějakými množinami nacházíme rozdíly i v pozdějších okamžicích, je jen přiro​zené, že se jejich rovnost „dozvíme“ až později. Čím dříve mají dvě množiny již pro​vždy stejný rozsah, tím dříve jejich rovnost „správně víme“.

· Množinový doplněk.

Dozvíme-li se kdykoli, že prvek do množiny patří, nemůžeme se nikdy dozvědět, že patří do jejího doplňku.

Kripkovská sémantika GST tedy netrpí obtížemi s interpretací základních pojmů rovnosti a doplňku. Kripkovská sémantika je tak v některých ohledech přirozenější sémantikou GST než fuzzy sémantika.
7.1.3 GST jako analogie klasické teorie množin

Jedním z důvodů pro zkoumání teorie množin v neklasické logice G je i hledání nových pohledů na klasické množinové pojmy. Předchozí kapitoly ukazují, že GST v tomto ohledu zejména umožňuje lépe nahlédnout motivace jednotlivých pojmů teorie množin, zvýraz​ňuje předpoklady jednotlivých množinově-teoretických konstrukcí, poukazuje na různá omezení jednotlivých modelů matematických objektů a pomáhá rozlišit některé aspekty klasických pojmů (srv. 4.3). Z tohoto důvodu je GST smysluplným nástrojem teoretického zkoumání i bez ohledu na její možné aplikace.

7.2 Příbuzná témata vně GST

V tomto oddílu poukážeme na několik blízkých oblastí, v nichž by mohly být využitelné některé části GST.

7.2.1 Fuzzy teorie množin založené na G

V oddílu 7.1.1 jsme viděli, že určité pojmy v samotných základech teorie množin nad G neodpovídají některým přirozeným předpokladům o fuzzy množinách a že G neumožňuje vyjádřit vše, co aplikace fuzzy množin běžně používají. Aby se teorie množin založená na G mohla stát plně rozvinutou a aplikovatelnou teorií fuzzy množin, bylo by třeba zvětšit její vyjadřovací sílu tak, aby bylo možno definovat další operace na systému pravdivost​ních hodnot. Takovým rozšířením může být např.:

a) přidání Baazova operátoru ( (viz 2.2), umožňující vyjádřit pravdivostní hod​notu 1, tedy např. normalitu množiny;

b) přidání łukasiewiczovské involutivní negace (((( = 1 –(((, pomocí níž lze defi​no​vat např. výše popsaný „intuitivní doplněk“ do ostré množiny x jako {q ( x : ( q ( y}, pravdivostní hodnotu ½ ((((M = ½, právě když M ( ( ( ((), a také vše, co lze vyjádřit pomocí operátoru ( (neboť  ((  (  ((();

c) přidání širší výbavy logických spojek, zahrnující např. operaci omezeného rozdílu (( – (( = max(0, ((( – (((), která  umožňuje definovat „intuitivní“ rozdíl mno​žin jako {q : q ( x  –  q ( y} a podobnost charakteristických funkcí množin x ( y (df  1 – ((q)((q ( x – q ( y) ( (q ( y – q ( x)), kde 1 je libovolná tautologie.
Tato rozšíření však zároveň ztrácejí některé pěkné vlastnosti logiky G, zejména větu o dedukci.
 Rovností ve smyslu substituovatelnosti salva veritate je  potom nikoli relace x = y, ale ( x = y [TT92, p.3 a Lemma 2.1.1]. Některé axiomy je v takových systémech nutno vyslovovat opatrněji (viz např. [TT92, kap. 2.1]), což znesnadňuje jejich přirozené odůvodnění. Tato cena je nicméně nutná, chceme-li budovat axiomatickou teorii fuzzy množin přímo použitelnou pro všechny aplikační účely. GST sama však zůstává důležitým fragmentem takových teorií, použitelným v některých speciálních případech (viz oddíl 7.1.1).

7.2.2 Modální teorie množin blízké G

Chápeme-li GST jako zesílení teorie množin nad IL, nabízejí se její modifikace směrem k intuicionistické či modální logice:

· Například je možno odmítnout logický axiom ((x)(( ( ((x)) ( (( ( ((x)((x)), vyja​dřu​jící konstantnost univerza v každém světě kripkovského rámce (2.3). Motivace ta​ko​vé teorie může být podobná jako v IL, kde tento axiom rovněž rovněž chybí, totiž že postupem času je možno nalézt/zkonstruovat další prvky univerza.

· Jinou možností je zkoumání teorie množin nad některým schematickým zesílením G, upřesňujícím strukturu kripkovského rámce.

· Dále jsou možná zobecnění směrem k teorii množin s epistemickou modalitou: prvky kripkovského rámce chápeme nadále jako informační stavy, není však třeba se omezo​vat na lineární rámec a axiomatizaci logiky lze volit tak, aby co nejlépe vystihovala nějakou formu epistemické modality. Zajímavou prací je v tomto ohledu [Krajíček86] a [Krajíček87], v níž je budována teorie množin v S4 na základě úplné komprehenze (oslabené modalitou). Modalita nutnosti je přitom interpretována jako „je poznatelné (knowable), že …“

7.2.3 Krajíčkův axiom

Modální schéma komprehenze z [Krajíček86] je rovněž možno pojmout jako motivaci pro zcela alternativní způsob budování teorie množin nad logikou G s operátorem ( (G(), když modální operátor nutnosti budeme chápat jako (:

(1)
((z)((q)(((((q, y1, …, yk) ( ( q ( z) ( (((((q, y1, …, yk) ( (( q ( z))

Takový axiom v G( říká, že ke každé vlastnosti ( existuje fuzzy množina z, jejíž jádro tvoří právě ty prvky, které mají vlastnost ( v plném stupni, a jejíž nosič tvoří právě prvky, které mají vlastnost ( ve stupni nenulovém.

Pomocí tohoto jediného axiomu je možno dokázat např. existenci prázdné množiny (vez​meme-li za ( kontradikci) či nejednoznačně určených třídových operací (když průnikem dvou fuzzy množin x, y nazveme kteroukoli množinu zaručenou instancí (1) pro formuli q ( x ( q ( y). Spolu několika dalšími jednoduchými axiomy (např. rovnosti) by se tak axiom (1) mohl stát základem alternativně budované teorie množin nad G(.

Protože však z (1) vyplývá též existence množiny všech množin (vezmeme-li za ( tautolo​gii), není jasné, zda schéma (1) bude možno přijmout v plné síle (modely GST zmíněné v 1.3.1 zde nevyhovují), či zda bude kvůli konzistenci nutno omezit nějak tvar formule (. Russellův paradox nicméně nenastává, neboť pro formuli ( q ( q dává (1) pouze ((z)(( z ( z ( (( z ( z), což je splnitelné při pravdivostní hodnotě z ( z různé od 0 a 1. Navíc tedy je axiomem (1) zaručena existence neostré množiny.
7.3 Možná další rozpracování uvnitř GST

Zkoumání teorie množin v Gödelově logice, jak bylo načrtnuto v této práci, lze dále rozví​jet mnoha směry.

· Z neformálních úvah je to především stanovení určitější sady axiomů (zejména diskuse vhodné formulace axiomů zmíněných v části 5.4), především na základě prozkoumání je​jich dalších důsledků, požadavků aplikací, úvah o sémantických motivacích atd.

· Z okruhu metamatematiky by bylo možno mj. prozkoumat nezávislost axiomů (ze​jmé​na axiomu nosiče) konstrukcí vhodných modelů.

· V rámci teorie si zasluhují podrobnější prozkoumání zejména témata z následujícího neúplného seznamu okruhů:

· velikosti množin (kardinality, varianty pojmu konečná množina apod.); jejich zkoumání by mohlo být v G výrazně jednodušší než v IL či BL;

· vlastnosti relací (uspořádání, fundované relace apod.);

· systémy podmnožin (filtry, uzávěrové systémy, topologie);

· možnosti modelování neostrých pojmů typu „malé přirozené číslo“;

· vlastnosti reálných čísel a funkcí, matematická analýza nad GST (srv. [TT84, p.860, p.863–5]) atd.
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� Protože budeme pracovat výhradně v predikátové logice 1. řádu, budeme u logik G(, BL( vynechávat obvyklé označení ( odlišující jejich predikátový počet od výrokového.


� viz [Hájek98]


� Idempotentnost konjunkce, významným způsobem usnadňující budování teorie množin v této logice, však zároveň omezuje přenositelnost jejích výsledků do ostatních fuzzy logik příbuzných BL. 


� Je ovšem třeba rozlišit práce o fuzzy teorii množin (axiomatické teorii množin nad nějakou fuzzy logikou) a o fuzzy množinách (definovaných jako charakteristické funkce do intervalu [0, 1]) jakožto inženýrském nástroji pro aplikace. Prací o fuzzy množinách je sice podstatně více, pro budování axiomatické teorie však obvykle nejsou relevantní.


� totiž v případě, že axiomy a definice jsou vysloveny stejným či obdobným způsobem


� V terminologii [Powell75] a navazujících článků [Grayson79], [TT84], [TT92], „vnitřní model“. Tato inter�pretace má absolutní náležení, jde tedy o definici vhodné podtřídy univerza.


� Některé přirozené pojmy teorie množin v G např. nemusí mít v IL dobrý smysl nebo dostatečně silné vlast�nosti, takže nejsou v pracích o intuicionistické teorii množin vůbec zkoumány.


� Předkládané axiomy jsou přitom motivovány především potřebou zaručit základní množinové operace, které chceme používat. Protože axiomy ZF mají tutéž motivaci, je naše axiomatika do značné míry podobná ZF.


� ve smyslu inkluze


� viz např. [FBHL73, II.5.2 a II.5.4], [FregeGA, §62nn.]


� Případně je nutno přidat axiomy definující vzájemné vztahy (např. uspořádání) nových objektů. V teoriích obsahující schémata axiomů je obvykle třeba také rozšířit jazyk formulí parametrizujících schéma, aby při�pouštěl výskyty termů označujících nové objekty.


� tj. vlastně jakou vlastnost původních objektů nové objekty zastupují – co jediné je pro ni podstatné


� Příkladem může být zavedení směru přímky (nový pojem) jako toho objektu, který je společný vzájemně rovnoběžným přímkám (přičemž rovnoběžnost je definovatelná v dosavadní teorii). [FregeGA, §62nn.]


� Běžné klasické definice se mohou opírat o některé speciální prostředky, které mohou ve slabší teorii chybět (kupř. při zavedení kardinálních čísel jako jisté třídy ordinálů v ZFC je k důkazu potřebných vlastností třeba axiom výběru – viz např. [FBHL73, II.5.4] či [BŠ86, II.4]).


� Axiomatika je převzata z [Hájek98] a [HG97].


� [Hájek98, 4.2.6–8], popř. [HG97]


� viz např. [Gabbay72], [Horn69]


� Nebudeme tedy ve svých úvahách přihlížet k jiným G-algebrám než ke standardní G-algebře [0, 1]. Vy�chá�zíme z toho, že tato sémantika je hlavní motivací G jako fuzzy logiky; G je vůči této sémantice korektní a úplná [Hájek98, Th.5.3.3], není tudíž důvod brát při motivaci pojmů GST ohled na jiné G-algebry pravdi�vostních hodnot.


� Tyto definice odpovídají pojmům běžným v aplikacích fuzzy množin (viz např. [Novák86] či [NČN84]).


� Viz např. [Fitting69], [Moschovakis99], [Buss93], [BLZ96].


� Podrobněji viz např. [Hájek98], [Hájek99, Q.4], [HG97, 1.(3)] či [Novák86, 2.1].


� Otázky typu „proč má věta Karel je vysoký pravdivostní hodnotu právě 0,7245“ lze u přirozeného významu sémantiky G vysvětlit tak, že hodnoty stupňů pravdivosti jsou pouze konvenční (např. pro účely výpočtu) a jediné, co hraje roli, je fakt, že tato věta je pravdivější než věta Jan je vysoký.


� viz např. [ChZ97, 2.1], [FBHL73, IV.5, p.264] aj.


� Tento subjekt lze chápat např. jako matematika provádějícího matematické konstrukce či lidstvo objevující matematické poznatky. Vzhledem k požadovaným vlastnostem (např. možnosti nekonečné množiny formulí) se jedná pochopitelně o idealizaci.


� Tuto korespondenci lze precizovat uvažováním univerzálních kripkovských modelů a jejich vnoření do intervalu [0, 1], to však není předmětem této práce.


� Nastává-li tento fakt, je pochopitelně splněn od počátku; nenastává-li, pak od počátku platí, že nenastává. Proto pro negativní tvrzení platí zákon vyloučení třetího. – V případě, že negaci chápeme klasicky (tj. jako objektivní neplatnost (), znamenalo by toto pojetí kompletní poznatelnost univerza (tedy značnou idealizaci); intuicionistický význam negace je však jiný – negace ( znamená právě to, že se ( nikdy nedozvíme. 


� Vzhledem k persistenci lze definici w ( ( ( ( ekvivalentně vyslovit ve tvaru „pro každé w( takové, že wRw(, je w( ( (  a  w( ( (“, a podobně pro ( a (. Jde tedy u všech spojek i kvantifikátorů o splněnost ve všech následujících okamžicích.


� Z tohoto hlediska je zřetelná odlišnost spojky (, jejíž definice odpovídá tomu, že daná formule je splněna „od počátku“; splněnost v daném okamžiku u ní tedy nezávisí na budoucím, nýbrž na minulém průběhu udá�lostí. I to je jeden z důvodů – vedle ztráty věty o dedukci [Hájek98, 2.4.13] – proč je rozumné uvažovat ( pouze jako jedno z možných rozšíření GST, a nikoli jako spojku stejnorodou s ostatními.


�  Tedy např. uvádíme-li tvrzení 0 ( {0}, chápeme je jako zcela pravdivé (neboť dokazatelné) v každém modelu, přestože ( je sám o sobě obecně neostrý predikát.


�  Např. pravdivost ( ( ( vyjadřuje, že pravdivostní hodnota ( nepřevyšuje pravdivostní hodnotu (.


� Tato syntaktická definice je vhodnější než definice 2, neboť je nezávislá na konkrétní sémantice G (má smysl i v případě, že G chápeme kripkovsky). 


� Jazykové obraty „prázdná množina je ostrá“ či „nosič množiny je ostrá množina“ je přitom třeba chápat v naznačeném významu, tj. jako implikaci „x-je-nosič-y ( ((q)(q ( x ( ( q ( x)“ (která je teorémem GST); individua modelu, která jsou „zcela“ nosičem, jsou potom „zcela“ ostrá.


� [FBHL73, IV.6, p. 270]; srv. ‘decidable ordinals’ [Grayson79, 1.2]


� Podobně je možno zapisovat i relativizaci vůči infixově psaným binárním predikátům, např. ((x ( y)(; jako kvantifikovanou pak chápeme první proměnnou.


� V každém modelu T má pak pro všechna individua a vztah ((a, a) hodnotu 1, což lze chápat jako adekvát�ní vystižení klasického pojmu reflexivity.


� Vlastnost ((x)((y)((x, y) nazýváme pracovně totálností ( podle analogie s totálností funkce (přestože ( zde obecně být funkcí nemusí).


� V sémantice tak rovnost nemusí mít fixovanou interpretaci identitou individuí modelu (rovnost má ve fuzzy i intuicionistickém výkladu G jinou motivaci) – viz oddíl � REF _Ref16564155 \r \h ��4.1�.


� Např. odebereme-li z hromady písku jedno zrnko, můžeme identitu této hromady jako celku považovat za téměř nezměněnou. Podobné příklady lze nalézt i pro atemporální aplikace fuzzy přístupu – např. totož�nost barevných odstínů lze považovat za neostrý predikát rovnosti.


� ((z)((q)(q ( z ( (q ( x ( q = y))


� Argument z [Hájek00c] zní v GST takto (následníka množin x, y značíme x ( {y}): Dle axiomů rovnosti a extenzionality (ve tvaru (Ext() pozorování 1 oddíl � REF _Ref16440982 \r \h ��4.2�) a lemmatu 1 níže v tomto oddílu platí y = y ( {x} ( ((q)((q ( y ( q = x) ( q ( y) ( ((q)(q = x ( q ( y) ( x ( y. Z předpokladu ostré rovnosti plyne y = y ( {x} ( ( y = y ( {x}, tedy x ( y ( ( x ( y.


� Tj. požadujeme, aby v každém modelu o každém individuu platilo, že je v relaci rovnosti samo se sebou – neboli ve všech fuzzy modelech postulujeme (a = a( = 1, a v kripkovských w ( a = a  pro všechny uzly rámce (splněnost „od počátku“).


� Označení (LP) odkazuje k tomu, že tento požadavek našel formulaci mj. jako jedna z implikací Leibnizova principu Eadem sunt, quorum unum potest substitui alteri salva veritate (chápeme-li tento princip jako ekvi�valenci).


� Toto tvrzení platí již v IL i BL. Protože je všeobecně známé (viz např. [Powell75] a [HG97]), jeho důkaz v G pouze nastíníme: Směr (LP) ( (R2)–(R4) je triviální (R2, R4a,b a varianta R3 jsou přímými důsledky instancí (LP) pro formule ((t) po řadě t = x, t ( z, z ( t a t = z); opačný směr lze dokázat indukcí podle stavby (: pro atomické formule získáme (LP() ihned z (R4) pro ( a z (R3) a (R2) pro =, indukční kroky plynou z distributivit spojek a kvantifikátorů platných i v G, např. krok pro (:  (x = y ( (((x) ( ((x))) ( ((x = y ( ((x)) ( (x = y ( ((x))) ( (((y) ( ((y)), kde první ekvivalence platí dle distributivity ( a druhá dle indukčního předpokladu; ostatní indukční kroky se dokáží obdobně.


� Analogická tvrzení by bylo možno odvodit i pro kripkovskou sémantiku v případě indexování uzlů rámce reálnými čísly; prokázání této možnosti (např. vnoření vhodného univerzálního rámce do intervalu [0, 1]) však již přesahuje zaměření této práce na axiomatickou teorii množin v G. Pro další práci v GST (zejména získání základního náhledu, nutného pro motivaci dalších pojmů) je prozkoumání vlastností rovnosti ve fuzzy sémantice dostačující.


� Pro funkce však obecně neplatí, že f (r g nebo g (r f.


� tj. Supp(a) ( Supp(b) implikuje (a = b( = 0; srv. � REF _Ref16608755 \r \h ��5.1.5� 


� K relacím fuzzy podobnosti (similarity) a fuzzy rovnosti (tj. relacím splňujícím axiomy ekvivalence či rovnosti v modelech různých fuzzy logik) viz např. [Hájek98, 5. 6] a [HG97, 5.2], kde jsou uvedena i pozorování 1–3 z tohoto oddílu � REF _Ref16103635 \r \h ��4.1.2.1�, popř. [JV90].


� Podrobněji, nechť M je model libovolné teorie T obsahující (R1)–(R4), v němž je relace (a = b( = 1 identi�tou. Při nahrazení každého individua a modelu libovolně mnoha novými individui, pro něž definujeme hodnoty realizací všech predikátů stejně jako pro a (a realizaci konstant vždy některým z nových individuí nahrazujících její původní realizaci) zřejmě dostaneme opět model T,  v němž všechna individua nahrazující totéž původní individuum jsou si rovna ve stupni 1.


� Tedy (jak je naznačeno i v [HG97, 5.2]) by bylo možno = definovat jako logický symbol vhodně tak, že jako logické axiomy přidáme (R1)–(R4) a od realizace = budeme navíc vyžadovat, aby (x = y(M, e = 1 iff e(x) = e(y).


� Tj. že pro každé x, x( ( M a ( > 0 platí: jestliže ((x, x() < (, pak |(c(x) – (c(x()| < (. Každá 1-lipschitzovská funkce je zřejmě stejnoměrně spojitá, neboť za ( v definici stejnoměrné spojitosti lze vzít (.


� kterou – nota bene – všechny množiny i vlastnosti v důsledku (LP) respektují (viz důsledek 1 a pozn. 1 odd. � REF _Ref16566263 \r \h ��4.1.2.3�)


� Metamatematickou indukcí lze snadno ukázat, že iterované singletony prázdné množiny jsou navzájem různé.


� Přesto má smysl je vyslovit i zvlášť pro případ, že by teorie množin byla budována bez těchto dalších axio�mů (např. jako pouhá teorie tříd ve smyslu pozn. � NOTEREF _Ref17737328 \f \h ��89� níže: (E() vyplývá až z axiomů zavedených v � REF _Ref17054981 \r \h ��5.3�). Je přirozené předpokládat dokonce to, že soubor monád má libovolně velkou nekonečnou kardinalitu (nechce�me-li budovat jen teorii „malých“ fuzzy množin); v tuto chvíli však nemáme k dispozici prostředky, jak ta�kové tvrzení vyjádřit v teorii.


� Jinak řečeno, rovnost jako kongruence v GST (mimo své jádro) nevyjadřuje míru podobnosti vlastností množin, nýbrž výhradně totožnost jejich řezů na stupních menších než stupeň rovnosti (resp. okamžik, po němž se vlastnosti obou množin dozvídáme společně).


� Dle (IL8) a (IL9) lze (R4b) ekvivalentně přepsat jako x = y ( (x ( z ( y ( z); záměnou x a y dostaneme s využitím (R2) v konsekventu druhou implikaci (dle (IL7) tedy v konsekventu ekvivalenci). Pravidlem gene�ralizace a distribucí kvantifikátoru podle (BL(3) pak dostaneme (R4b(). Rozepisování těchto jednoduchých důkazů v G budeme dále již vynechávat.


� byť možná ještě neznáme všechny jejich prvky – víme již ale, že se je budeme dozvídat zároveň


� srv. [FBHL73, I.2, p. 28]


� Mnoho dále dokazovaných tvrzení (např. ostrost prázdné množiny) však plyne jen z implikace (R4b((), a platí tedy i bez axiomu extenzionality.


� Tato situace je plně analogická situaci v klasické logice. Výhodou uvažování rovnosti jako definovaného predikátu je výrazné zjednodušení axiomatického systému na (R4a) s definicí (Ext() a omezení jazyka teorie množin na jediný predikát ( (což může zjednodušit důkazy indukcí podle stavby formule).


� Tj. s dalším primitivním pojmem „být atom“ a axiomy: „atomy neobsahují žádné prvky“, kongruencí rov�nosti vůči vlastnosti být atom, případně existencí množiny všech atomů; srv. např. [Jech73, 4.1], [FBHL73, I.2 p.23–24]. V GST by k tomu případně mohly (ale nemusely) přistupovat požadavky ostrosti vlastnosti být atom a ostré rovnosti mezi atomy. 


� Korektně lze tento protipříklad definovat takto: Univerzum modelu nechť tvoří spočetná množina individuí a1, a2, …, a, a(; realizaci náležení definujeme pro přirozená i tak, že (ai ( ai + 1( = 1, (ai ( a( =� EMBED Equation.3  ���, (ai ( a(( =� EMBED Equation.3  ��� a ve všech ostatních případech je hodnota náležení 0. Není těžké ověřit, že tento model splňuje dosa�vadní axiomy teorie množin (tj. jen (R4a) při definici rovnosti pomocí (Ext()) a že v něm nosič a je částí nosiče a( (oba nosiče tvoří soubor individuí {a1, a2, …}), že však (a ( a(( = infi � EMBED Equation.3  ���= 0.


� viz např. [FBHL73, IV. 6]


� Jelikož tento pojem vyjadřuje překračování jedné množiny druhou, připadal by v úvahu též pracovní název transgrese či transkluze. Dosvědčenou non-inkluzi zde píšeme škrtnutým ( místo ( výhradně z typo�gra�fic�kých důvodů.


� Tj. taková množina x, která nemá žádné prvky: (((q)(q ( x); její existence bude postulována axiomem prázdné množiny v oddílu � REF _Ref16523210 \r \h ��5.1.1�.


� Viz např. [FBHL73, II.7]. Ve schématu komprehenze pak jako obvykle zaručujeme existenci třídy ke každé normální formuli; axiomy rovnosti a extenzionality rozšiřujeme i na třídové proměnné; množiny defi�nujeme jako ty třídy, které jsou prvky tříd. Bezespornost takového rozšíření lze ukázat tak, že ke každému modelu teorie GST bez komprehenze přidáme jako nová individua charakteristické funkce všech formulí ((x) a definujeme na nich realizaci náležení ve shodě s ((. Přesné provedení těchto úvah je nicméně velmi zdlouhavé; třídy proto můžeme nadále chápat i jako pouhé syntaktické zkratky za formule jako v [BŠ86, I. 3] (i neformálně – způsob přepisu do původního jazyka teorie množin je ve všech případech zřejmý).


� oddíly � REF _Ref15887887 \r \h ��3.1� a � REF _Ref16945457 \r \h ��3.2.3�, pozn. 1 odd. � REF _Ref16566263 \r \h ��4.1.2.3�, pozn. 2 odd. � REF _Ref14287588 \r \h ��4.3�


� Jiný přístup by byl v rozporu se samotnou motivací fuzzy logiky, v níž logické spojky mají vystihovat právě operace s intuitivními fuzzy množinami (vyjadřujícími neostré vlastnosti objektů). Pro definici přiro�zené operace průniku v G ani není mnoho jiných možností (na rozdíl od logik Ł či (, kde lze např. definovat různé funkce minorizující (A i (B, které mohou sloužit za (A ( B).


� viz [Hájek00a]


� Mezi tyto komprehenzní axiomy patří také axiomy prázdné množiny a nosiče, které budeme zkoumat v následujících dvou oddílech.


� Tento axiom zřejmě nahrazuje axiomy průniku, rozdílu, prázdné množiny (vydělení kontradikcí) i symetrického rozdílu (bod � REF _Ref17821069 \r \h ��(iii)� následujícího pozorování 2). Bezespornost axiomu vydělení zaručuje bezespor�nost klasické teorie množin, v níž jsou dosavadní axiomy GST dokazatelné.


� První ekvivalence platí dle definice y, druhá je dokazatelná v G, třetí plyne z (( y ( v dle předpokladu subuniverzality v.


� tj. (((q)(( q ( x) ( ((q)(( q ( y))  (  x = y


� modulo rovnost ve stupni 1; nadále budeme pro stručnost bez ztráty obecnosti předpokládat, že model splňuje podmínku z pozn. � NOTEREF _Ref16593622 \f \h ��49� na str. � PAGEREF _Ref16593655 \h ��30�


� viz např. [Novák86, 2.2.1]


� viz např. [FBHL73, IV.6], [Powell75, §1]


� Předpokládejme, že ostrá formule ((x) vyjadřuje v T normalitu množin, tj. že v každém modelu M teorie T je (((x)(M, e = 1 resp. 0 iff e(x) je resp. není normální. Nechť M je model T a e ohodnocení v M takové, že e(x) je neprázdná a subnormální (tedy (((x)(M, e = 0). Pak pro každou funkci f takovou, že splňuje předpo�klady lemmatu 1 oddílu � REF _Ref15629742 \r \h ��2.2.2� při a < sup((e(x)), je v modelu M ( f teorie T při stejném ohodnocení množina e(x) normální, ale (((x)(M ( f, e = f((((x)(M, e) = f(0) = 0.


� V tomto smyslu jsou však normální (mají normalitu 1) i množiny s prázdným jádrem, je-li supremum jejich charakteristické funkce rovno 1. Vzhledem k sémantice ( je v zesíleních BL přirozenější brát za defi�nici normality a právě podmínku sup (a = 1 (tj. M ( ((x)(x ( a)), spíše než neprázdnost jádra.


� Jádro jako ostrou množinu v netriviální teorii nelze zavést ze stejného důvodu, jako nelze definovat ostrou vlastnost normality množin (pozn. � NOTEREF _Ref17056419 \f \h ��76�). Za neostrou aproximaci svého jádra lze považovat množinu samu.


�  Dosavadní axiomy GST jsou dokazatelné v ZF.


�  Z bodu (7) lemmatu 2 následujícího oddílu � REF _Ref16856714 \r \h ��5.2� vyplývá, že tato podmínka je ekvivalentní ( x ( y. Abstrakcí tedy definujeme nosič jako objekt společný takovým množinám x, y, pro které ( x ( y.


� Výběr tohoto jazyka je arbitrární – je dán jistou „intuitivní elementaritou“ a příbuzností vztahů =, (, (, (, ( a operace nosiče (mají definice podobného tvaru).


� Rozbor (velice mnoha) případů pravděpodobně ukáže totéž i v případě, že u množin uvažujeme jako ope�raci nikoli nosič \\, ale doplněk (do základní množiny či třídový).


� V intuicionistické matematice se tento pojem nazývá „congruence“ ([FBHL73, p. 271])


� Prvky, o nichž se někdy dozvíme náležení do x, budeme v této tabulce pro stručnost nazývat „skutečné“ prvky x (přestože takové označení může být diskutabilní).


� stačí např. přesah nosiče, ale není nutný – viz � REF _Ref16444594 \h ��Obr. 3� a pozn. � NOTEREF _Ref16672237 \f \h ��61� na straně � PAGEREF _Ref17858982 \h ��36�


� např. proto, že někdy najdeme svědka noninkluze, ale není to nutné – např. můžeme stále mít prvky, o nichž ještě nevíme inkluzi


�  Ekvivalenci různých pojmů přinášejí zejména axiomy vynucující izolovanost pravdivostní hodnoty 0 (např.  (((x)( ( ((x)(() – potom je například x ( y ( ( x ( y. Extrémním případem takového omezení systému pravdivostních hodnot je trivializace teorie vyloučením třetího na klasickou – srv. následující pozo�rování 1.


� Pro ostré x, y (tedy ostrou vlastnost q ( x resp. q ( y) lze tyto vztahy ověřit jednoduchou kalkulací podle pravidel klasické logiky – odd. � REF _Ref15887887 \r \h ��3.1�, lemma 3.


� tj. dvousortové teorie se sortami atomů a tříd a predikátem náležení atomů do tříd (nikoli však tříd do tříd) 


� „Výhradně třídová“ interpretace dosavadních axiomů je možná v případě, že extenzionalitu formulujeme jako v teorii s atomy (viz poznámku na konci odd. � REF _Ref16440982 \r \h ��4.2�) – pak lze konzistentně předpokládat, že mezi atomy není žádný vztah náležení, neboť axiomy sjednocení a vydělení postulují pouze existenci souborů atomů, nikoli vzájemné náležení těchto souborů.


� Na náležení souborů prvků do souborů prvků bylo z dosud uvedených tvrzení podstatně závislé pouze tvrzení 1 v oddílu � REF _Ref16691370 \r \h ��5.1.3� o neexistenci subuniverzální množiny.


� viz [Grayson79, 1. 1], srv. [Novák86, kap. 2]


� stačí množinový následník, viz pozn. � NOTEREF _Ref17861593 \f \h ��39� na straně � PAGEREF _Ref17861599 \h ��27�


� poslední implikace vyplývá z předpokladu (( u ( x, (( v ( x


� Rovnost nule je ostrá, tedy ve fuzzy modelu jiné množiny než 0 neobsahuje {0 / (} „vůbec“.


� přehled ekvivalentů zákona vyloučení třetího v intuicionistické teorii množin s odkazy a některými důkazy viz [Grayson79]


� Tomu odpovídající formulace ( x = 0 ( ((((v ( x)(v ( x) (ekvivalentně (((v ( x)(v ( x) ( x = 0, ne�boť rovnost nule je ostrá – � REF _Ref16774172 \r \h ��5.1.4�) již neumožňuje důkaz vyloučení třetího z [Grayson79, 1.1].


� Slovo „model“ budeme v této kapitole používat i takto ve významu „modelování matematického pojmu v teorii množin“, tj. nikoli ve smyslu fuzzy nebo kripkovského modelu teorie.


� Přesto samostatná výstavba jednotlivých matematických teorií, např. aritmetiky, neodvolávající se na vlast��nosti množinového univerza, by mohla být přiměřenějším způsobem budování fuzzy matematiky nad G.


� srv. [FBHL73, I.3,  p.33]


� Argument z [Hájek00d] lze v GST rekonstruovat takto: Z předpokladu {{x1}, {x1, y1}} = {{x2}, {x2, y2}} a extenzionali�ty dostaneme {x1} = {x2} ( {x1} = {x2, y2}; v prvním případě je podle bodu � REF _Ref17568589 \r \h ��(i)� tvrzení 1 oddílu � REF _Ref16868741 \r \h ��5.3.1� x1 = x2, ve dru�hém případě podle bodů � REF _Ref17568794 \r \h ��(ii)�–� REF _Ref17570300 \r \h ��(iii)� tvrzení 1 oddílu � REF _Ref17044279 \r \h ��5.3.2� je rovněž x1 = x2. Obdobně z předpokladu a extenzionality dostaneme {x2, y2} = {x1} ( {x2, y2} = {x1, y1}, což dle již dokázaného x1 = x2 lze přepsat {x1, y2} = {x1} ( {x1, y2} = {x1, y1}, odkud y2 ( {x1} ( y2 ( {x1, y1}, tj. y2 = x1 ( y2 = y1; druhý disjunkt je dokazovaným tvrzením; z prvního disjunktu a již dokáza�ného x1 = x2 plyne (x1, y1( = {{y2}, {y1, y2}}, (x2, y2( = {{y2}}. Dvojitou aplikací bodu � REF _Ref17568794 \r \h ��(ii)� tvrzení 1 od�dílu � REF _Ref17044279 \r \h ��5.3.2� na rovnost těchto uspořádaných dvojic získáme i v tomto případě y1 = y2.


� Které množiny částečně patří do kartézského součinu, závisí pochopitelně na definici uspořádané dvojice: v případě definice (x, y( = {{y}, {x, y}}, která je stejně možná jako obvyklá, budou do kartézského součinu „zavlečeny“ jiné částečné prvky než definicí 1 (na definici uspořádané dvojice však stejným způsobem zá�visí, které množiny jsou vůbec prvky kartézského součinu, i v klasické teorii). – Stejně jako je množina {{x}, {x, y}} pouze modelem uspořádané dvojice, je množina takových modelů pouze modelem kartézského sou�činu. Vlastnosti nezávislé na způsobu modelování uspořádaných dvojic jsou ty, které jsou odvoditelné z axiomu (OP); neostrost kartézského součinu je jednou z nich. (Naproti tomu důkaz v pozorování 1, že kar�tézský součin dvou množin je množina, zneužívá konkrétní způsob modelování uspořádaných dvojic.)


� obvyklé jak v klasické teorii, tak intuicionistické – viz [Powell75, §1]


� S výjimkou množin 0 a 1 jsou však tyto modely neostrými množinami, tj. mohou existovat množiny jim částečně rovné: např. {0, {0 / (}} = 2 ( ( (přičemž ( může mít v nedvouhodnotovém fuzzy modelu hod�notu např. ½). Tyto množiny částečně rovné „číslům“ jsou potom v důsledku axiomů rovnosti částečnými prvky následujících čísel, takže např. {0, {0 / (}} ( 3 ( (.


� ve smyslu: n = {0, 1, …, n – 1}


� [TT92, Th. 2.2.2.–3.] (důkaz lze beze změny přenést do GST).


� [Powell75, §1], [Grayson79, 1.2–3]


� Za „malý“ ordinál můžeme považovat např. takový, který je částí přirozeného čísla (tj. v uspořádání ordi�nálů inkluzí je „menší nebo roven přirozenému číslu“). Z příkladu vyplývá, že rovnost množiny všech ma�lých ordinálů a ( implikuje vyloučení třetího.


� Je to způsobeno tím, že definici následníka totiž vyžadujeme existenci předchůdce, kdežto v definici ordi�nálu pouze splnění univerzálních podmínek.


� Jsou jistě možná i jiná pojetí (pro ně však je vhodné používat jiný termín než mohutnost – mohutnost v teorii množin tradičně znamená pojem definovaný Cantorem, tj. založený na prostých zobrazeních).


� Tyto definice jsou přímou obdobou klasických definic a lze argumentovat ve prospěch jejich přirozenosti: např. v kripkovské motivaci tyto pojmy vyjadřují, odkdy víme, že je daná relace zobrazením resp. bijekcí.


� O funktor Card je také třeba rozšířit přípustný jazyk formulí vystupujících ve schématech axiomů (naopak extenzionalitu a další axiomy je třeba formulovat pouze pro množiny, nikoli kardinality – srv. � REF _Ref16440982 \r \h ��4.2�, pozn. 1).


� Bezespornost takového rozšíření lze ukázat rozšířením fuzzy modelu o kardinality, které lze provést tak, že za Card(x) vezmeme charakteristickou funkci třídy ekvivalence ( příslušné k prvku x a ověříme potřebné axiomy. Respektuje-li teorie zásadu klasické interpretace (bod (� REF _Ref17051761 \w \h ��a)� oddílu � REF _Ref16873984 \r \h ��5.4�), dokazuje bezespornost exis�tence modelů klasické teorie množin s kardinalitami.


� Protože teze je neformální povahy a odvolává se na obecné představy o chování „intuitivních“ fuzzy mno�žin, budou takové nutně i argumenty pro její obhajobu.


� Tento požadavek vychází z představy, že „skutečné“ fuzzy množiny v reálném světě by měly připouštět jistou míru nepatrných (např. nerozpoznatelných) odchylek ([Lin96]).


� S extenzionalitou je tomuto maximu přímo roven (� REF _Ref16440982 \r \h ��4.2�).


� např. (((1, (2) = sup ((1 – (2( nebo (((1 – (2)2 d( (lze�li na základní množině definovat nějakou míru ()


� Neboť koneckonců chápeme-li fuzzy množinu jako určenou podobností nějakým prototypům, je tato fuzzy množina charakterizována především právě prototypy a prvky jim velmi podobnými. (Odlišná před�stava by také byla obtížně slučitelná s pojetím procesu komunikace jako „vylaďování“ subjektivních charak�teristických funkcí dle [Hájek99, Q.7].)


� tj. rozdílu U \ A, kde U je nějaká (ostrá) základní množina, srv. � REF _Ref16613084 \r \h ��5.1.2�


� jíž by mohla být např. nějaká logika typu Takeuti-Titani ([TT92], [Hájek98, 9.1]); lze ostatně heuristicky očekávat, že v logice s bohatší strukturou pravdivostních hodnot může být k dosažení obdobných cílů potřeba více základních spojek než v logice dvouhodnotové


� asi jako klasická výroková logika nad bází {(, (} není celou výrokovou logikou, ač proti ní má jistě ně�které pěkné vlastnosti (např. monotonii definovatelných spojek)


� Věta o dedukci neplatí ani pro logiku G s operátorem ( [Hájek98, 2.4.13]. Nicméně i G s involutivní negací ( je úplná vůči [0, 1]-sémantice (Esteva, Godo, Hájek, Navara: Residuated logic with involutive negation, Arch. Math. Logic 39, 103–124, cit. in [Hájek00b])


� Analogií ve fuzzy sémantice by bylo připuštění neostrého univerza diskursu, tj. neostré univerzální třídy. To je ospravedlnitelné např. tak, že množiny chápeme jen jako určitý druh objektů mezi jinými objekty, při�čemž vlastnost „být množinou“ nevyděluje objekty ostře.


� Ve fuzzy sémantice by analogicky šlo o různá omezení pro množinu pravdivostních hodnot – např. izolova�nost pravdivostní hodnoty 0 schématem (((x)( ( ((x)((.
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