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Abstrakt
Kurt Godel byva Casto povazovan za nejvyznamnéjsiho
logika 20. stoleti, zejména diky svym vétam o neuplnosti.
Clanek podava vedle zékladnich biografickych a biblio-
a praci, jimiz zasahl do matematické logiky a metamate-
matiky (véty o Uplnosti a netplnosti, nekonecnéhodnoto-
vost intuicionistické logiky), teorie mnozin (nevyvratitel-
nost hypotézy kontinua a axiomu vybéru, axiomatika teo-
rie tfid), filozofie matematiky (Godeliv program a
nazory prezentované v jeho esejich) a dalSich obort
(ptekvapivé fteseni Einsteinovych rovnic pfipoustejici
cestovani v Case, logicka rekonstrukce Anselmova
ontologického diikazu bozi existence). Zvlastni pozornost
je vénovana vykladu Godelovych vét o neuplnosti, jejich
demytizaci a dasledkim pro informatiku (Turingovy
vysledky o algoritmické nerozhodnutelnosti), umélou
inteligenci, filosofii a dalsi obory.

1 Zivot Kurta Godela

Kurt Godel se narodil 28. dubna 1906 v Brné jako syn
spolumajitele prosperujici textilni tovarny. V Brné zil az
do roku 1923, kdy uspésné maturoval na zdejSim némec-
kém gymnaziu.” V nasledujicim roce se piestéhoval do
Vidné a nastoupil ke studiu na Videniské univerzité. Zpo-
¢atku nebyl rozhodnut mezi matematikou a teoretickou
fyzikou, postupné vsak prevazil jeho zajem o matematiku
a logiku. Od roku 1926 byl jako Hahnliv velmi nadany
student zvan na pravidelné schizky prestizniho Viden-
ského kruhu — vedouci skupiny logického positivismu.
Prestoze filosoficky byl v t¢ dob¢ jiz vyhranénym plato-

"Prace na tomto &lanku byla &asteénd podpofena grantem
& GD401/03/H047 Grantové agentury Ceské republiky.

2K &eskému prostiedi ziejmé prili§ viely vztah nemél (zejména
po vzniku Ceskoslovenska, jehoZ ob&anem byl v letech 1918—
1929): na rozdil od spoluzékti nepouzival ani zlomky cestiny,
a kdyz byla po druhé svétové valce vila jeho matky podle Ces-
koslovensko-rakouské dohody vyvlastnéna za desetinu jeji od-
hadni ceny, vnimal to jako osobni kiivdu ([Go], [Kr]).

nistou, do debat Kruhu nevstupoval a své filosofické pie-
svédceni, ostie kontrastujici s ndzory Kruhu, si nechaval
pro sebe.

V roce 1929 studium dokonéil odevzdanim disertace,
jiz tvoril dikaz Gplnosti predikatové logiky prvniho fadu
(publikovana byla v [G61]). Tento vysledek prezentoval
v kratkém referatu na vyznamné konferenci o zékladech
matematiky v Kralovci v fijnu 1930.° Protoze byl vysle-
dek o Gplnosti v tehdejsim védeckém kontextu oceka-
vany, nevzbudil referdt mezi pritomnymi vétsi rozruch.
V plenarni diskusi posledni den konference Gddel kratce
zminil, ze lze udat priklady pravdivych nedokazatelnych
vét aritmetiky. Jediny z Gi€astnikd, kdo toto oznameni ne-
ignoroval, byl John von Neumann: v kuloarech si nechal
od Godela vysvétlit zakladni myslenku véty a jejiho da-
kazu, ktery mél Kurt Godel ziejmé jiz nékolik mésicti ho-
tov, a v Princetonu o ni zpravil své kolegy. Godel prvni
vétu o nelplnosti publikoval néasledujiciho roku 1931
[G62] a podal ji jako svou habilitacni praci, na jejimz za-
kladé¢ se v roce 1933 stal na Videnské univerzité soukro-
mym docentem.

V akademickém roce 1933-34 byl pozvan do Prince-
tonu, kde o svych vysledcich pfednasel na nové otevie-
ném Ustavu pro pokro¢ila studia; zde se také seznamil
s Albertem Einsteinem, ktery sem kratce predtim utekl
pred nacismem. Po navratu do Vidné se roku 1938 oZenil
a vzapéti odjel (bez manzelky) znovu do Ameriky, kde
prednasel o svych vysledcich v teorii mnozin.

V 1été 1939 se vratil do Vidné, aby zde obhajoval svij
narok na docenturu, podléhajici nyni novym pravidlim
nacistického Némecka. Na podzim se chtél vratit do Prin-
cetonu, vytizeni jeho zadosti se vSak pro jeho naprostou
apoliti¢nost a predchozi styky s zidovskymi kolegy pro-
tahovalo. Godel se zacal obavat odvedeni do armady
(jednou byl navic napaden skupinou nacistickych vytrz-
nikt, ktefi si jej spletli se Zidem); koncem roku se proto
radéji rozhodl pro emigraci. Na intervenci americkych
kolegli mu bylo na pfelomu roku povoleno vycestovat,
a to pfes Rusko a Japonsko: do Princetonu tak s manzel-

? Piitomni byli Hilbert, Carnap, Heyting, von Neumann a dal3i.



kou dorazil az na jate 1940. V Princetonu se potom zdr-
7oval az do konce Zivota, nejprve jako docasny ¢len Us-
tavu pro pokrocila studia (s prodluzovanou roéni smlou-
vou), od roku 1946 pak jako jeho staly clen a od roku
1953 konec¢né jako profesor. Evropu jiz nikdy nenavsti-
vil; roku 1948 ziskal americké ob¢anstvi a v prub&hu dal-
Sich let ¢estné doktoraty prestiznich americkych univerzit
(Harvardovy, Yalovy ad.) a rizna jina ocenéni (Einstei-
novu  cenu, Clenstvi v narodnich  akademiich
a spolecnostech aj.).

Godel zil vzdy velmi uzavienym zivotem. Spole¢nosti
se prevazn¢ vyhybal a byl spise plachy, v nékterych smé-
rech vSak dosti umanuty. Od détstvi trpél neurotickymi
obtizemi, hypochondrii (po pfestalé revmatické horecce
ve véku Sesti let se po cely Zivot mylné domnival, Ze ma
poskozené srdce) a dalsimi psychickymi poruchami, jez
ruzné okolnosti jeho Zivota postupné prohlubovaly. Mezi
prvnimi dvéma pobyty v Americe prodélal dvoji nervové
zhrouceni a musel né&jaky ¢as pobyvat v sanatoriu. S vé-
kem se jeho uzavienost zvétSovala a v Princetonu se mi-
mopracovng stykal jen s n€kolika ptateli — zejména s Ein-
steinem, po jeho smrti roku 1955 pak hlavné s logiky
Hao Wangem a G. Kreiselem, videiiskym ekonomem
Morgensternem a nemnoha dal§imi; déti nemél. Po roce
1958 prestal své vysledky publikovat, piestoze stale pra-
coval; nevedl ani zadné studenty. Paranoidni strach
z otravy jidlem vedl k jeho dlouhodobé podvyzive; bé-
hem nékolikamési¢niho pobytu jeho zeny v nemocnici na
podzim 1977 pak vyhladovél k naprosté vyCerpanosti, a
ani pobyt v nemocnici, kam jej nechala po svém navratu
odvézt, jej jiz nezachranil; zemtel 14. ledna 1978.*

2 Godelovy vysledky a prinos

V této a nasledujici kapitole podame zakladni piehled
Godelovych vysledku a jejich struéné zhodnoceni. Vzhle-
dem k obséhlosti tématu a stavu jeho prozkoumani mize
jit pochopitelné pouze o shrnujici a ptehledovy popis; po-
drobnosti a dalsi informace 1ze najit v odkazované litera-
ture. Jeji vybér se castecné tidil snadnou dostupnosti pro
ceské a slovenské Ctenare: z velkého mnozstvi relevantni
literatury proto byly pfednostné pouzity prace vydané
cesky nebo slovensky a zdroje pfistupné na internetu.

2.1 Logika

Nejznaméjsim Godelovym vysledkem v logice jsou beze-
sporu jeho véty o neuplnosti, vnimané ¢asto jako ni¢im
nepiekonatelny vykon. I podle Godelova osobniho
nazoru (citovaného v [Kr]) vSak bylo v letech 1930-31

otazkou mésict, kdy by na tyto véty narazil nékdo jiny.’
Jeho vysledky proto neni tfeba titanizovat;® prisel vsak
s nimi jako prvni a ve velmi propracované a Cisté forme.
Vedle vét o nelplnosti podal i prvni dikaz uplnosti
prvotadové logiky avyznamné prispél kteorii i
metateorii intuicionistické logiky a matematiky.

2.1.1 Véta o uplnosti prvoradové logiky

Véta o uplnosti néjakého formalniho systému fika, ze
vSechny platné formule lze v tomto formalnim systému
odvodit. Pro formalni systém logiky prvniho fadu jde
tedy o v&tu, ze vSechny logicky platné formule jazyka
prvniho fadu jsou dokazatelné (v dané axiomatice této
logiky). Dnesni axiomatika prvoradové logiky byla na-
vrzena v roce 1928 v Hilbertové a Ackermannové knize
Grundziigen der theoretischen Logik. V nasledujicim ro-
ce Godel kladné vyfesil (v ni formulovany) problém jeji
uplnosti, neboli dokéazal nésledujici vétu:

Véta (o uplnosti): Kazda tautologie klasické prvoradové
logiky je dokazatelna v Hilbertové—Ackermannove systé-
mu axiomu.

Spolu se (snadnou) vétou o korektnosti této axioma-
tiky (jez tika, ze dokazatelné jsou v ni pouze tautologie
prvoradové logiky) Godeltv vysledek znamena, Ze pojem
logické pravdivosti v jazyce prvniho fadu pfesné odpo-
vida jednoduchému pojmu formalni (,,mechanické®) do-
kazatelnosti v ur¢itém formdlnim axiomatickém systému.

Vyznam tohoto vysledku je znaény: ukazuje, Ze pro
prvoradova tvrzeni 1ze pojem logické pravdivosti — tedy
pravdivosti ve vSech (€ili nekoneéné¢ mnoha) strukturach
(i nekonecnych) — redukovat na dokazatelnost pomoci
mechanické procedury ve finitné zadaném axiomatickém
systému. Tato véta se zdala podporovat formalistickou
doktrinu  Hilbertovy Skoly, pozadujici redukovat
veskerou matematiku, zabyvajici se 1 nekonec¢nymi
strukturami, na jednoduché manipulace s konecné
zadanymi objekty. (Jeji neproveditelnost ukazaly az véty
o neuplnosti.)

Z hlediska obecného dosahu této véty je tieba mit na
paméti, ze se tyka pouze logiky 1. fadu a plati vlastné
pravé diky omezenosti jejich vyrazovych prostredkd. Ja-
zyk prvorfadové logiky obsahuje vedle vyrokovych
spojek (konjunkce, disjunkce, negace, implikace, ekvi-
valence) pouze proménné pro individua néjakého daného

3 Slo tehdy o aktudlni témata a lhafovské motivy byly jiz po
Ctvrtstoleti predmétem intenzivniho zkoumani; Zermelo si patr-
né byl vét o netiplnosti vagné védom a vyzkumy dalsich logikt
(Post, Tarski, Skolem) k nim mély tematicky velmi blizko.

® Jak &ini napf. [Gol; stiizliv&jsi pohled nabizeji [Kr] a [K1].



univerza, jména pro predikaty n&jakého daného jazyka’
a moznost kvantifikace pifes individuové proménné. Na
rozdil od logiky druhého a vyssich fadd neobsahuje pro-
ménné (nybrz jen jména) pro predikaty a funktory, a neu-
moznuje tedy pfes né ani kvantifikovat.

Unarni predikaty oznacuji vlastnosti individui, repre-
zentované podmnoZzinami univerza; bindrni a vice-arni
predikaty vyjadfuji vztahy mezi témito individuy a jsou
reprezentovany relacemi pfislusné arity na univerzu.
V logice 1. fadu tedy mizeme mluvit o jednotlivych pre-
dikatech, pro néz mame v daném jazyce jména — napf.
v jazyce aritmetiky o predikatu ,,byt mensi“ <. Nemtize-
me vSak pfes predikaty (neboli podmnoziny a relace)
kvantifikovat. V prvotadovém jazyce tedy nelze vyjadrit
ani tak dalezité véty jako Kazda mnozina prirozenych ¢i-
sel ma nejmensi prvek ¢i Kazda omezena mnozina real-
nych cisel ma supremum. Tyto véty obsahuji kvantifikaci
pfes podmnoziny, jsou tedy druhofadové.

Uplnost prvoradové logiky tedy neznamena redukci
matematické pravdivosti na dokazatelnost, nebot’ mnoho
dilezitych matematickych vét je druhofadovych. Godelo-
vy véty o neuplnosti ukazuji, Ze tato redukce obecné sku-
te€né neni mozna.

2.1.2 Véty o neuplnosti

Tzv. prvni Godelova véta o neuplnosti konstatuje netipl-
nost urcitého druhu formalnich teorii. V jedné z nejstruc-
néjsich verzi mize byt formulovana takto:

Veta (prvni o neuplnosti): Kazda bezesporna rekurzivné
axiomatizovand teorie obsahujici Peanovu aritmetiku je
neuplna.

Peanova aritmetika PA je teorii obsahujici tii axiomy
pro funkci naslednika neboli pficteni jedni¢ky (nula neni
naslednikem zadného c¢isla, kazdé nenulové Cislo je na-
slednikem né&jakého Cisla, a ¢isla jsou si rovna, jen kdyz
jsou si rovni jejich naslednici); rekurzivni definice s¢itani
pomoci naslednika (x+0 = x, x+nasl(y) = nasl(x+y)) a na-
sobeni pomoci séitani (x-0 = 0, x-nasl(y) = x-y+x);
a axiom indukce pro kazdou prvoradovou aritmetickou
vlastnost ¢ (tedy tvrzeni, ze ma-li vlastnost ¢ nula
as kazdym Ccislem i jeho naslednik, pak ji uz maji
vechna &isla).®

7 Piipadné i pro funktory; protoZe viak mohou byt definovany
pomoci predikatl, nechme je, stejné jako Godel, pro jednodu-
chost stranou.

8 Modifikaci ditkazu lze ziskat n&kolik variant Godelovych vét,
lisicich se silou predpokladi a zavéru; prvni véta o neuplnosti
naptiklad plati jiz pro tzv. Robinsonovu aritmetiku, tj. vyse uve-
denou axiomatiku bez axiomtl indukce. Rozbor téchto variant
vsak neni pfedmétem tohoto ¢lanku; detaily 1ze nalézt v [Sol],
[Sv] ¢&i [Po]. Gédelova piivodni formulace pouzivala misto be-

Vlastnost rekurzivnosti lze povazovat za ekvivalentni
algoritmizovatelnosti pomoci Turingova stroje (v praxi
tedy pocitace). Teorie je rekurzivné axiomatizovana,
ma-li rekurzivni sadu axiomii a odvozovacich pravidel.
Pouze takové teorie lze rozumné chapat jako ,finitné*
zadané, nebot’ pouze u nich mame kone¢ny algoritmus,
jak poznat jejich axiomy.

Neuplnost teorie znamena, Ze existuje tvrzeni, které
v ni nelze ani dokdzat ani vyvratit. Je-li dana teorie navic
korektni (tedy jsou-li v ni dokazatelné pouze pravdivé
véty aritmetiky), pak existuji pravdiva aritmeticka tvrze-
ni, ktera v ni nejsou dokazatelna. V obou ptipadech Go6-
deldv dikaz umoziuje tato tvrzeni pfimo sestrojit, tj. u-
kazat konkrétni takovou formuli (nazyvanou Gédelova
sentence).

Myslenka diikazu spociva v zakédovani syntaxe for-
malni teorie pomoci ¢isel. Kazdé formuli je tak algorit-
micky pfitazen jeji ¢iselny kod, tzv. Godelovo Cislo. Tim
jsou syntaktické vlastnosti vyjadieny v jazyce aritmetiky
a lze o nich v aritmetice dokazovat potfebna tvrzeni.
Pfedpoklad uplnosti teorie lze pak obratem podobnym
Cantorove diagonalni metodé privést ke sporu. Pres jas-
nou zakladni myslenku je provedeni vSech detailti dikazu
pomérné pracné a vyZaduje znacné mnozstvi definova-
nych pojmil a predbéznych lemmat.’

V disledku Godelovy véty je znacna Cast zajimavych
dostate¢né silnych matematickych teorii principialné ned-
plna. Véta tvrdi, ze teorie ztistane netplnou, at’ ji rozsiti-
me jakymkoli rozumnym zpisobem — tj. tak, aby zistala
bezesporna (spor by teorii zcela znehodnocoval, nebot
lze pfes n¢&j odvodit cokoliv) a rekurzivné axioma-
tizovana (abychom byli schopni algoritmicky poznat jeji
axiomy).

Dusledkem vhodného tvaru prvni Gddelovy véty je
tzv. druh4 véta o netiplnosti, formulovatelna napk. takto:'®

Véta (druhd o netiplnosti): Zadna bezesporna rekurzivng
axiomatizovana teorie T obsahujici Peanovu aritmetiku
nedokazuje formuli Con(T) vyjadiujici jeji formalni be-
zespornost.

Rigorozni vyklad formule Con(T) a piesna formulace

souvislosti jeji dokazatelnosti s bezespornosti teorie T
presahuje ramec tohoto ¢lanku.'' Lze ji viak v uréitém

zespornosti o néco silngjsi predpoklad tzv. o-bezespornosti, na
pouhou bezespornost zesilil vétu J. B. Rosser.

? Omezeny rozsah tohoto &lanku nedovoluje uvést dalsi podrob-
nosti; pro detaily viz &esky [Sol] &i [Sv], na webu napf. [Po] &i
pfimo [GO62]; piehled dikazu lze najit v [KI] ¢i [Wil], jeho
popularni vyklad napt. v [Go], [NN], [Ho], [Sm1], [Sm2].

1% Gédelova pivodni formulace se opét v detailech lisi.

" Netrivialnost tohoto vztahu je vidét i z toho, Ze dle druhé véty
o netplnosti je teorie PA + =Con(PA), tedy Peanova aritmetika
s pfedpokladem své vlastni formalni spornosti, bezesporna.



smyslu chépat jako formalni protéjSek bezespornosti teo-
rie T a vétu interpretovat tak, Ze v dostate¢né silné be-
zesporné rekurzivni teorii nelze dokazat jeji vlastni beze-
spornost. Vykladu disledkt a vyznamu obou vét o netipl-
nosti vénujeme samostatnou kap. 3.

2.1.3 Nekonecnéhodnotovost intuicionistické
logiky

Na pocatku dvacatého stoleti matematik L. E. J. Brouwer
vystoupil s pozadavkem konstruktivniho vedeni dikazi
v matematice. Jeho pfistup, nazvany intuicionismus, zis-
kal v prvni poloviné dvacatého stoleti (jakozto jedna z re-
akci na krizi v zédkladech matematiky zplisobenou para-
doxy teorie mnozin a infinitni matematiky) pomérné
velky ohlas. Intuicionisticka matematika neptipousti da-
kazy sporem, neuznava zakon dvojité negace A<>——A4
ani zakon vylouceni tietiho Av—4 apod. Logiku pouZiva-
nou Vv intuicionistické matematice axiomatizoval koncem
dvacatych let A. Heyting. Klasickd vyrokova logika je
dvouhodnotovd — lze ji zavést pomoci pravdivostnich
tabulek se dvéma hodnotami 0 a 1. Nékolik let nebylo
jasné, zda nelze podobné chépat intuicionistickou logiku
jako troj- ¢i vicehodnotovou. Bylo nalezeno né¢kolik sad
vicehodnotovych pravdivostnich tabulek, vii¢i nimz je in-
tuicionisticka logika korektni (tj. pti pocitani podle téchto
tabulek vychazeji intuicionisticky platné formule jako
pravdivé). Vzdy se vsak ukazalo, Ze neni vic¢i nim uplna
(tabulky ,,pfegenerovavaly* — byly podle nich pravdivé
i n¢které intuicionisticky neplatné formule). Ve svém
dvoustrankovém ¢lanku [G63] Godel demonstroval mar-
nost téchto snah — pomoci vtipného argumentu dokazal,
ze intuicionisticka logika nemtize byt zadana pomoci zad-
né pravdivostni tabulky s koneéné mnoha hodnotami.

Pro tcely diikazu tohoto tvrzeni Godel ptidal k intui-
cionistické logice axiom (4—>B)v(B—A). Piestoze Godel
vyslednou logiku ani nepojmenoval a nijak ji dale nepou-
zil, byla to prvni zminka o dilezitém logickém systému,
ktery pozdéji dikladné prozkoumal M. Dummett. Po
vzniku fuzzy logiky se ukazalo, Ze toto rozsifeni intuicio-
logik, v niZ je konjunkce realizovana jako minimum
pravdivostnich hodnot obou argumentt v intervalu [0, 1].
Vedle diikazu nekone¢néhodnotovosti intuicionistické lo-
giky se tak Godel stal mané objevitelem jedné z nejdule-

vvvvvv

Dummettova).
2.2 Teorie mnozin

Teorii mnozin je spolu s logikou soucasti ,,zakladi ma-
tematiky* a zejména v prvni poloviné¢ dvacatého stoleti ji

bylo mozno povazovat za obor ,,sousedici“ s logikou. Je
proto prirozené, ze Godel byl aktivni i v ném.

2.2.1 Nevyvratitelnost hypotézy kontinua
a axiomu vybéru

V roce 1938 Godel jednim tahem z poloviny vyfesil dva
dlouho oteviené vyznamné problémy v teorii mnozin:

Koncem 19. stoleti zakladatel teorie mnozin Georg
Cantor vyslovil hypotézu, ze kazda podmnozina realnych
Cisel je bud’to spocetna (tj. existuje jeji oCislovani pfiro-
zenymi Cisly), nebo ma mohutnost kontinua (tj. existuje
jeji vzajemné jednoznacéné zobrazeni na mnozinu R v§ech
realnych ¢isel); jiné podmnoziny R totiz nemohl nalézt.
Pfes nékolik ¢astecnych vysledki potvrzujicich, ze pod-
mnoziny R nejruznéj§ich vlastnosti jeho hypotézu
spliiuji, obecny dikaz Cantor ani nikdo jiny nebyl
schopen podat. Tato hypotéza kontinua, v kardindlni
aritmetice zapsatelna jako 2™° = X, byla zobecnéna na
jestd silngjsi hypotézu stanovujici 2™« = X, pro kazdé
ordindlni ¢islo a — tedy tvrzeni, Ze mezi mohutnosti
Zadné nekone¢né mnoziny a jeji potence (mnoziny vsech
jejich podmnozin) jiz nejsou zadné dal§i mohutnosti. Ani
tuto siln€j$i hypotézu (GCH) se nikomu nepodafilo
vyvrétit ani dokézat.

V souvislosti s axiomatizaci teorie mnozin (v reakci na
nalezené paradoxy) na pocatku dvacatého stoleti se uka-
zalo, Ze mnoho dikazii v matematice pouziva obrat, kdy
se soucasné vybere nekoneéné mnoho nespecifikovanych
prvkd. Predpoklad, Ze to lze, precizovany a formulovany
jako axiom vybéru (AC), zni vjedné ze svych mnoha
ekvivalentnich podob takto: ke kazdé mnoziné A4 ne-
prazdnych mnozin existuje mnozina, ktera ma s kazdou
mnozinou z 4 pravé jednoprvkovy prinik. Bez axiomu
vybéru nebylo mozno dokazat mnoho dulezitych vysled-
kti, mimo jiné i tak ,,o¢ividna“ tvrzeni, jako ze kartézsky
sou¢in neprazdnych mnozin je neprazdny; jeho nekon-
struktivni povaha — nedava totiz zadny ptedpis, jak vybé-
rovou mnozinu sestrojit — jej vSak ¢inila pochybnym ne-
jen v o€ich intuicionisti. Velkou snahou matematikti po
vice nez tfi desitky let proto bylo bud’ tento axiom doka-
zat z ostatnich axiomi teorie mnozin (¢imz by byl ospra-
vedlnén), nebo ukazat jeho nezavislost na ostatnich axio-
mech teorie mnozin (¢imz by byl alespont vyjasnén jeho
status, podobné jako u patého Eukleidova postulatu).

Godeltv vysledek oznameny v [Go4] pouziva kon-
strukci popisujici tzv. konstruovatelné mnoziny."> Godel

'2 Tyto mnoziny lze charakterizovat jako poéitatelné nekoneg-
nymi Turingovymi stroji v nekoneéném case (kde paska i takty
mohou mit libovolny ordinalni typ). Godelova definice vSak by-
la jina a opirala se o ordinalné iterovanou definovatelnost po-
moci formuli.



ukézal, ze univerzum vSech konstruovatelnych mnozin
(oznacované L) spliiuje vSechny axiomy teorie mnozin,
anavic v ném plati jak axiom vybéru, tak i zobecnéna
Cantorova hypotéza. Ukazal tedy, ze AC i GCH jsou
s obvyklymi Zermelovymi—Fraenkelovymi axiomy teorie
mnozin konzistentni, nedaji se tedy pomoci nich vyvratit.
Druhou polovinu dikazu jejich nezavislosti, tj. jejich ne-
dokazatelnost, ukazal v Sedesatych letech P. Cohen (a ne-
zévisle na ném P. Vopénka).

Konstrukce univerza L hrala pak dulezitou roli i v dal-
$im vyvoji teorie mnozin. Toto univerzum je prototypem
jejich tzv. vnitfnich modelii (vnitinich proto, Ze L je
poduniverzem univerza v§ech mnozin, oznacované¢ho V).
Pomoci konstrukci vnitinich modelt 1ze ukézat fadu dal-
Sich vysledkt o nedokazatelnosti ¢i nevyvratitelnosti né-
kterych principti teorie mnozin. Velmi podrobny popis
Godelovy konstrukce vcetné vSech dikazii a aplikaci
téchto metod 1ze najit v [So2]; dobry celkovy obrazek lze
ziskat i z prehledu v [BS], [Kr] &i [KI].

Prijeti predpokladu, ze kazda mnozina je konstruova-
telna (tedy axiomu V=L), fesi nejenom problém platnosti
AC a GCH, ale i mnoho dal$ich problému teorie mnozin.
Godel sam ihned ukazal, Ze z n€j plynou odpovédi na né-
které tehdy oteviené problémy deskriptivni teorie mnozin
(zda existuji mnoziny realnych cisel s jistymi vlastnost-
mi). Protoze je vSak univerzum L na mnoziny velice
»chudé®“ (v jistém smyslu nejchudsi mozné), neni axiom
V=L v teorii mnozin bézn¢ pfijiman a L je obvykle cha-
pano jen jako velmi dilezity vnitini model. Takto L cha-
pal i sam Godel; pres svij vysledek o jeji nevyvratitel-
nosti byl totiz pfesvédéen, ze Cantorova hypotéza ve sku-
te¢nosti neplati."

2.2.2 Gobdelova—Bernaysova—von Neumannova
axiomatizace teorie tiid

Vedle tohoto vyznamného piispévku zije Gédelovo jmé-
no v kazdodennim hovoru mnozinovych teoretiki i v na-
zvu jedné z nejvyznamnéjSich axiomatik teorie mnozin,
oznacované jako Godelova—Bernaysova, GB (t¢Z NBG,
von Neumann—Bernays—Godel). Na rozdil od starSiho
Zermelova—Fraenkelova systému ZF jsou jeho objekty
nikoli mnoziny, nybrz tzv. tFidy. Mnoziny jsou
definovany jako ty tidy, které¢ jsou prvky jinych tfid.
Mnozinami v zasadé mohou byt jen ,malé” tfidy; tim
jsou osetfeny paradoxy teorie mnozin propukajici jinak
u ,,nadmérn¢ velkych® tiid, jako je tfida vSech mnozin V.
Diky opatrné formulaci schématu axiomt definovani tfid,
pozadujici kvantifikaci pouze pfes mnoziny (nikoli tfidy),
je tato teorie stejn€ silna jako ZF a lze ji chapat jako jeji

"3 Tento jeho nazor souvisi s jeho platonistickym piesvédenim
ve filosofii matematiky, o némz pojednava sekce 2.3.1.

notacni variantu (tfidy lze zavést v ZF jako zkratky za
formule, viz [So2] & [BS]); jejich rozdily vak hraji roli
v metamatematickych zkoumanich: GB je napf., narozdil
od ZF, koneén¢ axiomatizovatelna. Podrobny popis
teorie GB ajejich vlastnosti je uveden v [So2] (pro
struény prehled viz napt. [Wil], heslo ,,NBG®).

2.3 Fyzika a filosofie

Dalsim oborem, do né&jz Gddel — sice jen jednou, zato
vSak vyznamné — zasdhl, byla obecnd teorie relativity.
Cely zivot se rovnéz zabyval problémy filosofie matema-
tiky; jeho eseje o ni v8ak byly publikovany az z jeho po-
zustalosti. Vedle toho se Siroké publicité tesi jeho spiSe
kuri6zni verze dikazu bozi existence. Témito tématy pro-
to prehled jeho hlavnich vysledki uzavieme.

2.3.1 Filosofie matematiky: Goédeluv program

Godel byl od svych studii presvédcenym platonskym rea-
listou. Ve filosofii matematiky tento ndzor znamena pie-
svédCeni, ze matematické objekty existuji nezévisle na
nasich axiomech a metodach: ty je nevytvareji, jen popi-
suji. I kdyz tedy podle Godelovych vét existuji tvrzeni,
kterd danym formalnim aparatem nelze rozhodnout, z ob-
jektivni existence matematické reality pro platonistu vy-
plyva, Ze tato nezavisla tvrzeni jsou ptesto bud’ pravdiva,
nebo nepravdiva. (V tom se lisi napf. od intuicionisty,
podle néjz tvrzeni nemaji pravdivostni hodnotu, dokud je
nedokézeme nebo nevyvratime.) U slozitéjsich nezavis-
lych tvrzeni v§ak nema platonista zadné voditko, zda jsou
(pfes svoji nedokazatelnost a nevyvratitelnost) pravdiva
¢i nikoli — krom¢ matematické intuice.

Godel (svoji) matematickou intuici jako takové vo-
ditko bral velmi vazng."* Kupiikladu Cantorovu hypoté-
zu, jejiz nevyvratitelnost sam dokazal, povazoval za ne-
pravdivou. Jako obecny princip, ktery by podle n¢j mél
rozhodnout ,,skute¢nou pravdivost™ vSech podobnych ne-
zavislych tvrzeni, navrhoval postulovani stale vétSich
a vétsich kardinalnich cisel.

Jak ukézal jiz Cantor, existuje nekonecné mnoZzstvi
riznych mohutnosti nekoneénych mnozin. Tyto mohut-
nosti, oznacované kardinalnimi Cisly, jsou (za predpokla-
du axiomu vybéru) linedrné usporadany a k vétsim kardi-
nalitdm lze pfejit operacemi potence Ci sjednoceni. Tzv.
nedosazitelné kardindly jsou (volné feceno) ta kardinalni
¢isla, k nimz se od mensich nelze pomoci potence a sjed-
noceni dostat. Jejich existence neni z axiomi teorie mno-

4 Podle nékterych zminek mél pocit, ze matematické univer-
zum vnitinim zrakem pfimo nahlizi.



7in dokazatelna" a lze ji jeding postulovat. Postulatem
tohoto druhu je jiz sdm axiom nekonecna, zarucujici exis-
tenci nekone¢né spocetné mnoziny: ke spocetnému neko-
necnu se rovnéz operacemi sjednoceni a potence nelze
dostat od mensich — kone¢nych — mnozin. Kone¢né mno-
ziny tvoii sob&stacné univerzum teorie mnozin bez axio-
mu nekonecna; ten teprve zarucuje, Ze toto uzaviené uni-
verzum kone¢nych mnozin ,,pfekro¢ime”. Podobny pos-
tulat lze pfijmout i pro prekroceni uzavieného univerza
mnozin mensich nez nedosazitelny kardinal. Matematici
tyto postulaty obvykle povazuji za piijatelné: rozsituji to-
tiz univerzum mnoZzin pfirozenym zpusobem smérem
k vétsim velikostem. Pfedpoklad existence vhodného vel-
kého kardinalu pak casto fesi jinak nerozhodnutelné pro-
blémy teorie mnozin.

Godel rovnéz povazoval toto rozSifovani za pfirozené:
»skutecné® univerzum mnozin totiz podle jeho predstav
neni nijak omezeno — ani kardinalem, jehoZz existenci na-
$im (pouhym) formalismem nelze dokazat. Byl tedy pro
zesilovani teorie mnozin jakymbkoliv prodluZzovanim hie-
rarchie kardinalt.'® Takovymto prodluzovanim kardinalit
nade vSechny meze méla byt podle néj nakonec rozhod-
nuta vSechna dulezitd nerozhodnutelna tvrzeni teorie
mnozin."”

Tato strategie rozhodovani nezavislych tvrzeni je zna-
ma jako Géodelitv program.'® Piestoze se s jeho pomoci
skute¢né da mnoho nezavislych tvrzeni rozhodnout, jsou
indicie, Ze u nékterych tvrzeni postulovani sebevétsiho
kardindlu nepomtize (jednim z nich je pravé Cantorova
hypotéza kontinua). V soucasné dobé se tedy Godelav
program povazuje pro rozhodnuti vSech nezavislych tvr-
zeni za nedostatecny.

2.3.2 Rekonstrukce ontologického diilkazu bozi
existence

Godel se vzdy snazil pracovat na takovych problémech,
které maji filosoficky ptesah. V dobé kolem roku 1970
jeho kolegové védéli, ze pracuje na formalnim dikazu
existence bozi. V jeho pozlstalosti se skute¢né list papiru
s takovym dikazem naSel. Jedna se o formalizaci Leibni-

15 7 existence nedosazitelného kardindlu totiz vyplyvé existence
modelu teorie mnozin, tedy jeji bezespornost; a ta podle druhé
Godelovy véty neni v teorii mnozin dokazatelna.

' To je i diivod, pro¢ nepovazoval za piijatelny axiom V=L:
existence tzv. méfitelného kardindlu totiz vynucuje existenci
nekonstruovatelnych mnozin, tj. V#L. Proto ani platnost GCH
v L pro n&j nebyla znamkou jeji pravdivosti.

7K tomuto piesvédéeni byl piiveden tim, Ze tyto predpoklady
fesily nezavislad tvrzeni dana jeho vétami o neuplnosti — Gode-
lovu sentenci a formalni bezespornost teorie; toto pozorovani
pak extrapoloval na v§echna ostatni tvrzeni.

18 Viz [G&6], [Fe] & [Kr].

zovy varianty' Anselmova ontologického ditkazu v mo-
dalni logice S5 druhého fadu.

Ve velmi struéné formulaci zni Anselmlv argument
takto: buh, jakozto nejdokonalejsi bytost, ma z definice
vSechny prednosti; pro takovou bytost je existence jisté
prednosti — musi ji tedy mit. Godel analyzoval tento da-
kaz prosttedky moderni logiky, aby nalezl jeho ptesnou
strukturu a odhalil potfebné predpoklady.

Formalni dikaz nalezeny v poztstalosti je velmi struc-
ny, nekomentovany, a ma nékteré nezadouci disledky.”
Od jeho publikace v r. 1987 byl proto fadou autorti znovu
studovan, rekonstruovan a opravovan — ze slovenskych
a Ceskych zejména P. Zlatosem [Z12] a P. Hajkem [H4].

Na rozdil od popularnich piedstav, Gédeluv dikaz po-
chopitelné neni zadnym nepochybnym dikazem bozi exi-
stence. Je pouze formalni rekonstrukci a analyzou po sta-
leti zndmého ontologického dikazu, vici némuz lze
vznaset celou fadu namitek. Godelem izolované a expli-
citné uvedené formalni ptedpoklady navic ukazuji, ze je-
jich pfijeti je znacné problematické, a odhaluji tak de fac-

to piedevsim slabiny ,,dtikazu*.*!

2.3.3 Godeluv model vesmiru

Znamym Go6delovym vysledkem je rovnéZ jeho prekvapi-
vé feseni Einsteinovych rovnic pole davajici kosmologic-
ky model, v némz je ¢as cyklicky a jenz umoziuje fyzic-
kou cestou v prostoru dosahnout libovolnych ¢asoprosto-
rovych soufadnic — tedy i cestovani v ¢ase do minulosti.
Godel teoretické fyzice dobie rozumél (zacal ji ptivodné
studovat spole¢n¢ s matematikou); jeho pratelstvi s Ein-
steinem v Princetonu a jeho snaha pracovat na filosoficky
relevantnich matematickych problémech ziejmé pfispély
k hledani takto neobvyklého feSeni rovnic obecné teorie
relativity.

Godelovo feseni se tyka vesmiru s peclivé zvolenou
nenulovou kosmologickou konstantou, v némz jsou ¢asti-
ce ,,prachu“ (coz mohou byt naptiklad galaxie) v urcitém
rotatnim pohybu. Nésledkem toho je jeho geometrie uza-
viena do sebe takovym zpuisobem, Ze obsahuje uzaviené
gasupodobné kiivky; to vede k popsanym efektiim.*

Clanek [G65] s timto kosmologickym modelem Godel
napsal k Einsteinovym sedmdesatindim v roce 1949. Ein-
steina existence takovych modeld jeho vlastni teorie zne-
pokojila a soudil, ze nebudou fyzikalné mozné. Godel byl
vsak svym fesenim natolik zaujat, Ze se zajimal o to, zda

1 Gsdel Leibnizovy spisy velmi podrobné studoval, byl to jeho
oblibeny autor.

20 Napt. tzv. kolaps modalit — jeho piedpoklady zpiisobujic, Ze
neni rozdil mezi 4 a nutné A.

2! Diskutabilni jsou zde jiz axiomy modalni logiky S5, zejména
axiom ,,je-li mozné, Ze nutné 4, pak nutné 4.

22 Podrobnosti Ize najit ve [Wil] & pfimo v [G&5].



v redlném vesmiru existuje preferovany smysl rotace ga-
laxii. Godelovo feSeni bylo prvnim z $ir$i tiidy pozdéji
nalezenych feSeni s uzavienymi ¢asupodobnymi kiivka-
mi; v§echna jsou vSak neslucitelna s pozorovanymi vlast-
nostmi vesmiru (Godeliv vesmir napiiklad nema
Hubblovu expanzi).

3 K vyznamu vét o neuplnosti

Struéné zhodnoceni vétsSiny Godelovych nejdilezitéjsich
a nejznaméjsich vysledkti jsme provedli pfimo u jejich
popisu v pfedchozi kapitole. Zde se budeme podrobng&ji
zabyvat vyznamem jeho vét o neuplnosti, zejména z hle-
diska jejich filosofickych interpretaci. Zvlasté prihlédne-
me k jejich ptipadnym disledkiim v informatice a umélé
inteligenci.

3.1 Dusledky vét o neiplnosti
v metamatematice a informatice

Principialni neuplnost dostatec¢né silnych teorii u laik
obvykle vyvolava udiv. Z uréitého podstatného hlediska
vsak véty o neuplnosti pfili§ piekvapivé nejsou; piekva-
piva je z tohoto hlediska naopak véta o uplnosti. Ta tika,
ze logickou platnost prvoradovych formuli l1ze popsat ko-
ne¢nou mechanickou aplikaci kone¢nych pravidel; tedy
ze nase omezené konecné prostredky kupodivu pIné popi-
suji celou nekonecnou tiidu i nekonecnych matematic-
kych struktur z hlediska prvofadové platnosti. Naopak
véty o neuplnosti fikaji, ze ur¢itou konkrétni nekone¢nou
matematickou strukturu — pfirozena ¢isla — nasimi konec-
nymi prostfedky rekurzivnich teorii nepopiSeme. Pravé
proto, Ze je tato struktura nekonecnd, neda se ani pfili§
ocekavat, Zze to pljde — bylo by prekvapive, kdyby to
bylo mozné.”

Pro¢ tedy véty o neuplnosti (a nikoli véta o Gplnosti)
vzbudily takovy ohlas, jemuz se u laické vetejnosti t&si
dodnes? — Bylo to dano zejména historickymi okolnost-
mi. Snaha o zabezpeceni matematiky pracujici s nekonec-
nem (zejména matematické analyzy a teorie mnozin) pro-
ti paradoxiim a mylnym intuicim vedla na pocatku dvaca-
tého stoleti k programu jeji formalizace — popisu ,,pode-
zielych® tvrzeni o nekone¢nych strukturach ,,solidnimi®
finitnimi metodami axiomatickych systémut v ramci neda-
vno vzniklé formalni logiky. Hlavnim proponentem toho-
to pristupu byl Hilbert, ktery sam takto formalizoval geo-

3 Jak trefnd poznamenava Kreisel v [Kr], o 50 let diive by ves-
kerou slavu sklidila véta o uplnosti, zatimco véty o neuplnosti
by pouze potvrdily pivodné ptevazujici minéni, Ze aritmetika je
na logiku neredukovatelna — uz proto, ze diofantické rovnice
nékterych tvard jsou velmi obtizné a té€zko si ptedstavit, Ze by
Sly fesit mechanicky.

metrii. Jednim z hlavnich cili Hilbertova programu bylo
ukazat, ze infinitni metody jsou redukovatelné na finitni
— zejména ze jejich (nejistou) bezespornost lze prokazat
ryze finitnimi metodami. Za finitni oblast par excellence
a jednu z nejjednodussich matematickych disciplin se po-
vazovala (peanovskd) aritmetika; jednim z hlavnich cila
se tedy stalo ukazat bezespornost teorie mnozin (a diky ni
i dalSich obort infinitni matematiky) pravé pomoci arit-
metiky. Godelovy véty o neuplnosti vSak moznost dosa-
zeni tohoto cile vyvratily.

Prekvapeni z Godelovych vét bylo o to vétsi, ze pied-
chozi vyvoj (kupodivu) nasvédcoval proveditelnosti Hil-
bertova planu: vedle geometrie bylo kratce piedtim for-
malizovano i neékolik dal$ich teorii (napf. teorie realnych
Cisel) a ukazana Uplnost téchto formalizaci. Sama Gdde-
lova véta o uplnosti do tohoto programu zcela zapadala
(proto ani nevzbudila velkou pozornost). I v pfipad¢ arit-
metiky samotné jiz existovaly indicie pro jeji uplnost —
byla dokazana uplnost peanovské aritmetiky bez operace
nasobeni (tzv. Presburgerova aritmetika) a jen se ¢ekalo,
kdy n¢kdo vytesi problém tplnosti aritmetiky i s nasobe-
nim. V této celkem opravnéné optimistické atmosféfe pak
Godel  vyvratil  jak  Gplnou  axiomatizovatelnost
aritmetiky, tak moZznost prokdzani bezespornosti infinitni
matematiky finitnimi prostfedky (nebot’ podle jeho druhé
véty nelze v ,,bezpeéné bezesporné” Peanové aritmetice
prokazat ani bezespornost ji samotné, natoz silnéjsi teorie
mnozin).**

Hlavnim disledkem Gddelovych vét tedy bylo vyvra-
ceni pivodni verze Hilbertova programu, jez se diky nim
ukazala ptece jen jako pfili§ naivni. Proveditelné jsou tak
jen znacné oslabené verze tohoto programu (napi. doka-
zovat lze pouze relativni bezespornost teorii vii¢i sobé
navzajem apod.). Vedle opravy zékladniho obrazu filoso-
fie matematiky maji v§ak Godelovy véty v metamatema-
tice 1 technicky vyznam: vyuziva je napf. demonstrace
nedokazatelnosti existence nedosazitelnych kardinali
v ZF (viz pozn. 15) ¢i dikaz nemoznosti teorii ZF kone¢-
n¢ axiomatizovat; podobné se jejich prostiednictvim da
ukazat prvoradova nedefinovatelnost nekterych struktur
v uréitych teoriich.”

24 Prokéazani bezespornosti teorie v ni samé pochopitelng jeji be-
zespornost nijak nefesi, nebot” bude-li spornd, dokaze svoji
bezespornost také (protoze dokéaze cokoli). I proto Godel sam
svoji druhou vétu povazoval spiSe za hiicku nez vyznamny da-
sledek. Vyznam ma ale dokazovani bezespornosti silnéjsi teorie
ve slabsi, a na tento ptipad se jeho véta vztahuje také. Za zmin-
ku snad stoji, Ze neddvno byly objeveny korektni aritmetické
teorie, slabsi nez PA, které svou vlastni bezespornost dokazuji
(neumgji v8ak napt. dokazat, ze soucin je definovan pro vSech-
ny dvojice ¢isel), viz [Wi2].

25 Napf. ptirozenych &isel v prvotadové teorii realnych &isel. Ta
je totiz uplna, a prvofadova definovatelnost piirozenych Eisel



Pojem rekurzivni funkce, ktery Godel pro ucely svého
dikazu v aritmetice pfesné definoval (intuitivné byl pou-
zivan jiz diive), formaln¢ zachycuje jeji principialni algo-
ritmickou pocitatelnost. Metody pouzité v diikazu nasly
proto pozdéji znacné uplatnéni v teorii algoritmt a infor-
matice. Z hlediska algoritmizovatelnosti rozpracoval go-
delovské metody koncem 30. let Alan Turing (viz zvl.
[Tu]).”® Pomoci vypocetniho modelu Turingova stroje
bylo mozno dat pojmu rekurzivni funkce ryze algorit-
micky charakter a ukazat vypocetni ekvivalenty Godelo-
vych vét.?”” Vedle neuplnosti matematickych teorii tak
byla (Turingem, Churchem adal$imi) ukazana
algoritmicka nerozhodnutelnost nékterych uloh — neexis-
tence algoritmu feSiciho takovou ulohu obecné, pro
kazdy vstup. V oblasti metamatematiky jde zejména o
nerozhodnutelnost aritmetiky a dalich formalnich teorii
(napf. teorie grup, okruhti ad.), vcetné¢ samotné
prvoradové logiky.”® Rozpracovani godelovskych metod
vedlo 1 napf. knegativnimu feSeni 10. Hilbertova
problému, v némz Hilbert zadal mechanickou metodu
rozpoznani fesitelnosti diofantickych rovnic. Nejznaméjsi
aplikaci v informatice je véta (dokazana jiz v [Tu])
o algoritmické nefeSitelnosti problému zastaveni, tedy
neexistence programu, ktery by pro kazdy program a jeho
vstupni data rozpoznal, zda se na nich zastavi, nebo
zacykli. Podobnymi obraty je mozno ukazat
algoritmickou netesitelnost fady dalsich uloh.

Veéty o nelplnosti a nerozhodnutelnosti jsou ve vsech
téchto oblastech bezesporu vyznamnymi vysledky, za jes-
té dulezitéjsi je ale mozno povazovat metody, které do
metamatematiky, teorie modeld i teorie rekurze piinesly.

3.2 Chybné interpretace Godelovych vét

Godelovy véty byvaji velmi ¢asto chybné vykladany, ob-
vykle v disledku neporozuméni ¢i prehlédnuti role jejich
premis; jejich vyznam mimo metamatematiku tak byva
znaén¢ preceniovan. NaznaCime zde divody, pro¢ jsou

v ni by méla za disledek i Gplnost aritmetiky. Pfirozena Cisla
tak lze v ramci realnych definovat pouze druhordadovou vlast-
nosti, napf. archimedovskosti.

% Turing se s Godelovymi vysledky seznamil v Princetonu, kde
pobyval v dobé mezi prvnimi dvéma navstévami Godelovymi.
Ackoli se spolu nesetkali, Godel si Turingovych vysledka
a jeho alternativniho zpisobu rozpracovani svych metod velmi
cenil.

" Godelovu triku s aritmetickym kodovanim syntaxe v nich
napf. odpovida simulace Turingova stroje na univerzalnim Tu-
ringové stroji — interpreteru.

2 Ta, at je plnd, je nerozhodnutelnd — kazda tautologie je v ni
sice dokazatelnd, ale neexistuje algoritmus, ktery by po konec-
ném poctu kroki o kazdé formuli fekl, zda je tautologii ¢i niko-
li. Re&eno jazykem teorie rekurze, mnoZina vech tautologii je
sice rekurzivné spocetna, neni vsak rekurzivni.

zejména jejich interpretace pro prirodni védy a pro filo-
sofii mysli ve vétSiné pfipadii zcela nepfimefené a
uvedeme na pravou miru nékolik nejcastéjSich
konkrétnich nespravnych interpretaci Godelovych vét.

Obvyklou chybou laickych interpretaci obou vét je je-
jich aplikace na situace, kterych se netykaji. Jednim
z nejvulgarngjSich prikladi jsou tvrzeni typu: Jak
rigorozne ukdzal Gédel, Bible je budto neuplnd, nebo
sporna. Protoze Bible je jen sotva rekurzivni teorii
obsahujici Peanovu aritmetiku, véta o neuplnosti o jejich
formalnich vlastnostech nemluvi. JistéZze Bible je
vbézném slova smyslu netplnd”® a snadno najdeme
libovolné mnozstvi tvrzeni takovych, ze z Bible
nevyplyva ani jejich pravdivost ani nepravdivost; zjevné
to v8ak neni v disledku Godelovych vét.

Pochybenost tohoto argumentu je sice zjevna, je-
ho sofistikovangjsi podoby vSak lze ¢asto potkat v oblas-
ti metodologie piirodnich véd: jejich argumentace obvy-
kle sméfuje k nutné neuplnosti piirodovédnych teorii
v disledku Godelovych vét.*® Vyznam ptipadné formalni
neuplnosti jejich matematické stranky je vSak zcela mar-
ginalni ve srovnani s principialni nejistotou jejich sprav-
nosti danou induktivni metodou jejich ovérovani. Neupl-
nost jejich matematické stranky se tyka pouze jejich idea-
lizované extrapolace do nekonecna, zatimco realné jsou
tyto teorie zaloZeny jen na omezeném poctu pozorovani
a omezenych vysecich reality.

Proponenti téchto interpretaci rovnéz casto piehlizeji
fakt, ze ne kazda teorie, kterd pracuje s Cisly, je netplna.
Mnoho fyzikalnich teorii ve skutecnosti vystaci s elemen-
tarni teorii redlnych ¢i komplexnich Cisel, které jsou upl-
né. A iv téch fyzikalnich teoriich, které (napft. kvili poci-
tani néjakych predméti) potiebuji definovat aritmetiku
praveé vsech prirozenych Cisel, maji obvykle jakykoli fy-
zikalni vyznam pftirozena ¢isla pouze po né&jakou, tieba
nepfedstaviteln velkou, piesto viak kone&nou mez;!
a aritmetika omezena libovoln¢ velkym, ale konecnym
pfirozenym &islem je (trivialng) rozhodnutelna. ™

Pravé fakt, ze neuplnost se tyka pouze idealnich, neko-
neénych matematickych struktur, jeji aplikovatelnost

%% Narok na deduktivni uplnost si ostatn ani neklade.

3 Tlustrativnim ptikladem je osobni vypovéd’ fyzika Jakiho [Ja],
jenz li¢i, jak Gell-Manna piesvédcoval o nemoznosti finalni fy-
zikalni teorie v dusledku Godelovych vét.

31 Napt. mez o = 10°(10~(10"%))), coZ nepiedstavitelngkrat pie-
sahuje nejen pocet ¢astic v pozorovatelném vesmiru, ale celkem
jakykoli rozumné myslitelny realné existujici pocet; a je-li snad
tato mez pro nékteré ucely stale piili§ mald, lze pouzit néjakou
jesté vetsi.

32 Netiplnost aritmetiky se tyka jen tvrzeni typu Pro vSechna
prirozend cisla plati ... a slozit&jsi

7+5=12 & Pro vSechna x < 10" plati ... (bez neomezenych
kvantifikator).



v situacich tykajicich se redlného svéta prakticky vylucu-
je. Godelovy véty tak ukazuji pouze principialni nemoz-
nost nekterych idealizovanych konstrukci, jako byl Hil-
bertliv program (tykajici se idealni formalizace idealni
matematiky) ¢i existence néjakych idealizovanych pro-
grami.® Turingovska fesitelnost je pouze velmi hrubym
idealizovanym modelem realné vycislitelnosti. Realité
podstatné bliz§im modelem je zde nikoli teorie rekurze,
nybrz vypocetni slozitosti, kterda ma podstatné jemné&jsi
méfitko ,,praktické vycislitelnosti®, dané napt. polyno-
mialni slozitosti. I rekurzivni, tj. principialné algoritmic-
ky fesitelné ulohy jsou totiz Casto (maji-li napftiklad
exponencialni slozitost) prakticky nefeSitelné jiz pro
velmi malou velikost vstupu. I tento jemné&jsi pojem
polynomialni slozitosti je vSak jen matematicka idea-
lizace neodpovidajici presné praktické proveditelnosti
(srv. napfiklad vypocitatelnost v cCase omezeném
polynomem stupné o pro o zpozn. 31). Prakticka
proveditelnost jakéhokoli vypoctu ¢i simulace tedy zalezi
na mnohem pfizemnéjSich vécech nez Goddelovych
vétach tykajicich se viech piirozenych &isel.*

Z ptesvédéeni, ze v dusledku Gédelovych vet lidska
mysl pfesahuje moznosti formalnich systémt (a tudiz kla-
sickych vypocetnich modeld) vyvozuji mnozi autofi dale-
kosahlé zavéry. Uméla inteligence pomoci klasickych po-
¢itacid je podle nich nemozna, nebo aspon vyzaduje pou-
ziti zafizeni presahujicich turingovskou vypocetni silu
(napf. kvantovych). Cinnost lidského mozku vysvétluji
pomoci kvantovych efektl (tak zejména Penrose, viz
[Pe]) a ¢asto hovoii o absolutni pfevaze lidské mysli nad
nezivou piirodou (napf. [Lu]), s nejriznéjsimi svétonazo-
rovymi disledky. Toto jejich piesvédceni se zaklada na
nasledujicim chybném argumentu:

,G0deliv dukaz ukazuje, Ze Godelova sentence pro
dany formalni systém je v tomto systému formalné nedo-
kazatelna, nicméné pravdiva. Avsak tim, ze Godeltv da-
kaz chapeme, nahlizime (my lidé) i pravdivost pfislusné
Godelovy sentence — vlastné jsme ji tak dokazali mimo
ramec formalismu. NaSe schopnosti (napiiklad nahléd-
nout pravdivost Godelovy sentence) tak ptresahuji moz-

33 Napt. fesicich zastaveni libovolné velkych programi na libo-
volné velkych datech po libovolné mnoha taktech; pro pro-
gramy omezené n&jakou (i nepfedstavitelnou) velikosti kodu o
(kde a je napf. ¢islo z pozn. 31), velikosti dat o a Casem o je
uloha teoreticky (prakticky jisté ne) rozhodnutelna prostym od-
simulovanim konecné (byt nepiedstavitelné¢) mnoha kroki.

** To je i jedna z (vétsiho poétu relevantnich) odpovédi na Gasta
tvrzeni, Ze ,,lidskd mysl nemtize byt v disledku Gédelovych vét
simulovana poditatem®, popf. ,,byt mechanisticka“ [Lu], nebo
ze ,,svét nemize byt pocitacovou simulaci®. Mysl i svét, tak jak
je vnimame, jsou v matematickém smyslu principidlné simulo-
vatelné uz proto, ze fakticky vnimame jen kone¢né mnozstvi
vstupd a vystupa.

nosti kteréhokoli formalniho systému — a tedy i kterého-
koli pocitace, nebot’ jeho Cinnost lze formalnim systé-
mem popsat, byt’ by byl sebeslozitéjsi.”

Abychom nahlédli chybnost této argumentace, staci si
uvédomit, ze samu Gdodelovu vétu dokazujeme pomoci
metod, které jsou plné formalizovatelné v feorii mnozin.
Pravdivost Godelovy sentence pro Peanovu aritmetiku
(oznac¢me ji Gpa) tedy nahlizime nikoli proto, Ze bychom
né¢jak zahadné presahovali moznosti pocitace, nybrz jen
proto, Ze ji dokazujeme v silnéjsi teorii — nikoli v PA, ny-
brz v teorii mnozin (napiiklad ZF); tam ji vSak dokaze
1 nas pocitac.

Pochopitelné v ZF zase nelze formaln¢ dokazat Gode-
lovu sentenci pro ZF (Gzg) — zatimco my jeji pravdivost
(pry) dokazeme pomoci Godelova dikazu nahlédnout.
Avsak podle Gdodelova dikazu je Gz pravdiva pouze za
predpokladu, ze je teorie ZF bezesporna. Pravdivost Gzp
tedy nahlizime jen na zakladé viry, Zze ZF je bezesporna;
na zakladé této ,,viry (tedy s pfidanim axiomu Con(ZF))
vSak dokaze dikaz Gzr zreprodukovat i nas pocita¢ (Gzp
je v teorii ZF+Con(ZF) dokazatelna).

Muizeme sice tento argument iterovat,”> nikam se tim
vsak nedostaneme. Pocitac totiz v ZF umi dokazat samot-
nou Gédelovu vetu, tedy i on ,,vi“, Ze Godelova sentence
libovolného rekurzivniho formalniho systému za predpo-
kladu jeho konzistence plati. Jistotu této konzistence vSak
v piipadé tak silnych teorii, jako je ZF, nema ani on, ani
my.*® P jejim postulovani nemame v piipadé dostatené
silné teorie o nic vetsi jistotu nez pocitac, ktery ji pfijme
mechanicky; naSe ,neformalni nahlédnuti pravdivosti
Godelovy sentence Gr neni tedy o nic lepsi, nez jeji for-
mélni dikaz v T+Con(T).”

Je tedy sice mozné (byt sotva pravdépodobné), ze
schopnosti lidské mysli jsou dany kvantovymi efekty
v mikrotubulech neuront (jak tvrdi Penrose); rozhodné to
vSak nijak nevyplyva z Godelovych vét a ani to jimi ne-
muize byt heuristicky podlozeno.* Ze viech téchto davo-

35 pogitad neumi dokézat Gzriconzr), aviak ani my ji ,,nenahli-
zime* bez viry v Con(ZF+Con(ZF)), s niz ji dokaze i pocitad
atd.

3% Nasge piesvédéeni o bezespornosti ZF je pouze empirické — za
sto let se v ni zadny spor nenasel. Lze sice tvrdit, Ze vnitinim
zrakem si (na rozdil od pocitace) univerzum mnozin umime
predstavit. Historické zkuSenosti s postulovanim spornych
teorii (Cantorova naivni teorie mnozin, Fregova logika, pivodni
Churchova verze A-kalkulu aj.) vSak ukazuji, Ze toto presvéd-
¢eni muze byt zcela mylné.

3" Pro obdobnou formulaci tohoto vysvétleni mylnosti pavod-
niho argumentu viz téz [Po].

38 Naktefi autofi [Lu] ve snaze zachranit sviij zavér sklouznou
do logickych kruhd, rozmlzenych formulaci a neadekvatnich
popist (mysl a jen mysl mize ,,z principu tvrdit svoji konzis-
tenci apod.). Nakonec mohou pouze uzaviit, ze mysl neni jed-
noducha masinka [Lu], coz je zfejmé i bez Godelovych vét.



di 1ze konstatovat, ze Godelovy véty nedavaji zadnou in-
dicii, ze by projekt umélé inteligence byl nemozny, a to
ani v ramci stavajicich (turingovskych) vypocetnich mo-
delt (na ,klasickém® pocitaci).
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Summary

Kurt Gédel—life, results and their significance
Kurt Godel is often regarded as the most remarkable logi-
cian of the XX century, especially for his famous Incom-
pleteness Theorems. Besides the basic biographical and
bibliographical data, the paper surveys his most im-
portant results and works that influenced mathematical
logic and metamathematics (Completeness and Incom-
pleteness Theorems, infinite-valuedness of intuitionistic
logic), set theory (irrefutability of the continuum hypo-
thesis and the axiom of choice, axioms for the theory of
classes), philosophy of mathematics (the views presented
in his essays), and other disciplines (a peculiar solution to
Einstein’s equations allowing time travel, a logical recon-
struction of Anselm’s ontological proof). In particular we
focus on the consequences of Gdodel’s Incompleteness
Theorems for computer science (Turing’s results on al-
gorithmic undecidability), artificial intelligence, phil-
osophy, and other disciplines. Arguments are given to
show why most applications of the Incompleteness
Theorems to philosophy of science or philosophy of mind
are inappropriate: first, the theorems only apply to ideal
extrapolations to a// natural numbers, while in reality we
always have to deal with a finite part thereof; and second,
since the proof of Godel’s theorems can be formalized in
set theory (so a machine can prove it as well), and since
we cannot be sure of the consistency of strong enough
theories (like set theory), humans have no advantage over
machines in seeing the truth of Godel sentences.
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